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Devoir Libre N° 6

Relévement des applications de classe €

Questions de Cours

Rappeler le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Rappeler le théoreme de Rolle. @

Rappeler le théoreme des acroissements finis:

PROBLEME
Relévement des applications de classe @1

Le but de ce probleme est de démontrer le résultat suivant :

Théoréeme 0.1 (Théoréme de reléevement) #o
Soient I un intervalle deR, f +I — @ une fonction de classe €', telle que | f| = 1.
Alors

Elle existe une fonction A : I — R de classe €, telle que pour tout x € I, f(x) =
ei?L(x)

Soient I un intervalle de R et f : I — C une fonction définie sur I et a valeurs complexes.

Premiére partie
Une question préliminaire

Montrer que si g : I — R est une fonction continue a valeurs dans Z, alors elle est
constante.
Indication : "IAL

Deuxieme partie
Le résultat

Dans cette partie f est une fonction de classe %! telle que | f| = 1 c’est-a-dire Vx € I,

[f)]=1.
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Justifier que f est de classe €' et exprimer ( f ) en fonction de f'.
Montrer que f'f+ ff' =0.

Indication: T =, J1onb 1anbieurax
!

En déduire que la fonction Lf est a valeurs dans R.
i

!
Soit @ : I — R une primitive de lf—f (justifier I'existence d’une telle primitive ). Montrer

qu'il existe une constante c € C telle que f = ce’® (c-a-d:Vxe I, f(x) = ce!*™),
Indication : ' p,_2/ UONOUOJ B[ 12I9PISU0I eLnOod U0

Vérifier que |c| = 1.

En déduire I'existence d'une fonction A: I — R telle que f = e’ (c-a-d:Vxel, f(x) =
ei/’L(x))

Soit B: I — R de classe €' telle que f = eP.
Montrer qu’il existe ke Ztelque: Vx e I, A(x) = B(x) +2kn
Indication : “axreururjoid uonsonb e[ ap 1el[nsal o 1a310[dxd

Troisieme partie
Une généralisation

Dans cette partie f est une fonction de.classe €' telle que: Vxe I, f(x) #0
Montrer qu'il existe une fonction A :4=>R de classe €' telle que :
Vxel, f()=|f(x)e"™

Quatriéme partie
Une application

Soient a, b: I — R déux applications de classe €' telles que Vx € I, a®(x) + b?(x) = 1.
Montrer qu'il existe une application 6 : I — R de classe € telle que Vx € I,

a(x) =cos(@(x)) et b(x)=sin(0(x))
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