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3 A

Devoir Surveillé N° 3

Il sera tenu compte, dans ’appréciation des
copies, de la précision des raisonnements
ainsi que la clarté de la rédation.

Questions de Cours

Soit f: E — F une application A une partie de E et B une partie de F. Rappeler
la définition de f(A) et f~(B).

Rappeler la défintion d'un majorant d'une partie A de R.
Rappeler la définition de la borne supérieure d'une partie A . @
Rappeler I'axiome de la borne supérieure.

Donner la caractérisation (epsilonisée) de la borne supérieure.

Exercice 1
Résoudre le systéeme linéaire suivant :

X+2y+z
2x+y+2z

X—y+3z

Il
N~

Il
[a—

Exercice 2
Résoudre le systéme linéaire suivant :

I
\S}

X+y+z+t+2s
2x+y+2z+2t+s

I
S

Exercice 3 Pour n € N*, on pose
n-1 :
i
f)=) [x+—]-[nx]
i=0 n

Montrer que Vx € R, f(x+ %) = f(x).
Montrer que Vx € [0, % [, f(x)=0.
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n—-1

i
En déduire que VxeR, ) [x+ E] = [nx]
i=0

PROBLEME

Etude d’une application
Dans tout le probléeme A désigne la partie suivante :
A={p+qV21pqgeZ}
On pourra utiliser, sans démonstration, que v2 ¢ Q.
Premiére partie :
Questions préliminaires
Montrer que si x,y€ Aalors x+ ye Aetx—y€ A.
Soit x = p+ g2 € Aol p,q € Z. Montrer que si x =0, alors p = g =0.
Soit x € A.
Montrer que pour tout neN, nx € A.
Vérifier que —x € A, puis que pour tout n € Z, nx € A.
Deuxiéme partie :
Une borne inférieure
Dans toute la suite A} désigne la partie :
AL =AnR:
Montrer que A% # @

En déduire que A} admet une borne inférieure.
Dans la suite du probléme on note a la borne inférieure de A} c’est-a-dire @ = inf A%

On suppose dans cette question que a € A}.
Vérifier que pour tout ne N, na € A.
On pose N = [é] (la partie entiere de é).
Montrerque 1 - Nae€ Aetque0=<=1-Na<a.
En déduire que 1 = Na. Trouver alors une contradiction.
Justifier que a ¢ A7.
Montrer que a = 0.
Deuxiéme partie :
Densité
Soient x, y € R tels que x < y.
Montrer qu’il existe a € A} telque0<a< y—x.
Vérifier que % — 2> 1. En déduire qu'il existe n € Z tel que x < na < y.
En déduire que A est une partie dense dans R.
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