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Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Corrigé

Questions de cours

Exercice 1 Soit P I'assertion : Tout nombre réel est majoré par un réel positif.
P :VYxeR, IyeRy tel que x<y.
Négation de l'assertion P: 3xeR, VyeR,, y<x.

Cours

L'assertion P est vraie. En effet, Soit x € R, pour y = |x|,ona ye Ry et x < |x| = y.

) , In6
Exercice 2 Par I'absurde, supposons que s €Q.
n

In5
qIn(6), par suite In(5”) =1In(69), donc 5 = 69, ce qui impossible car 5” est impair et 67 est impair.

, In6 . . In6 p
Remarquons d’abord que s > 0. IIs existent alors p,q € N* tel que — = E, ou encore pln(5) =

Exercice 3 Soit x un réel strictement supérieur a —1, (x > —1). Soit P(n) I'assertion :
Pn): 1+x)"=1+nx

Pourn=0:0na(1+x)?=1=1=1+0.x, donc P(0) vraie.
Pourn=1:0Ona(l+x) =1+x=1+x=1+1.x,donc P(1) est vraie.

Pourn=2:0na(1+x)%=1+2x+x%=>1+2x,d ot P(2).

La propriété est vraie pour n =0 (question 1.).
Soit n € N, et supposons que (1+x)" =1+ nx.
Puisque 1+ x > 0, on obtient

1+0"Q+x)=0+nx)1+x)

Donc

n+1

(1+x) 21+nx+x+nx2:1+(n+1)x+nx221+(n+1)x

Car nx? = 0. On en déduit alors que pour tout n € N, P(n) est vraie.

PROBLEME
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Dans tout le probleme f : E — F désigne une application de E vers F.
Une question préliminaire

Soit B, B’ deux parties de F tellesque BNB' =@ et BUB' =F.

Ona
B = B'NnF=B'n(BUB)=B'nB)U(B'NnB)
= @U(B'NnB) (carBnB =9)
= B'nB
De méme
B = BNnF=Bn(BUB)=(BnB)UBNB) (carBUB =F)
= @guU(BnB)
= BnB
Premiere partie :
Propriétés

Par conséquent B’ = B.

Cours : Soit y € f(A), il existe a € A tel que y = f(a), puisque A< A’, on a donc a € A, et par
suite y = f(a) € f(A).

Ona AnA'c Aet AnA’' c A', d’apresle résultat de la question précédente, ona f(ANA") € f(A)
et f(AnA") c f(A), par suite f(ANn A) € f(A) N f(A).
On suppose de plus que f est injective. Il suffit alors de montrer que f(A) N f(A") € f(An A").
Soit y € f(A) n f(A), c’est-a-dire y € f(A) et y € f(A). llexiste ae Aeta € A tels que y =
f(a) et y = f(a'). En particulier f(a) = f(a'), il résulte de I'injectivité de f que a = a’, donc
a=d € AnA',douy= f(a) € f(An A’). Pour I'autre inclusion; soit y € f(Au A), il existe alors
xe AuA'tel que y = f(x). Lélément x € AU A, donc x € Aou x € A/, par suite y = f(x) € f(A)
ou y = f(x) € f(A"), c'est-a-dire y € f(A) U f(A").

Cours : D’abord Ac AuA' et A< AU A, donc f(A) < f(Au A)) et f(A)) < f(AuU A'), par suite
FAU FA) < FA U FAD.
D’oti le résultat.

Pour simplifier, posons D = f(A). Soit a € A, donc f(a) € f(A) = D, par suite a € f‘l(D) =
.

Soit y € f(f_l(B)), il existe x € f‘l(B) tel que y = f(x). Mais x € f‘l(B) signifie que f(x) € B, et
donc y = f(x) € B. d’ou le résultat.

Soit x € E.

xe f1(B)e fweBe fx)¢B e x¢ f1(B) < xe f1(B). D'oul'égalité.

Deuxiéme partie :
Etude d’une application

Soit ¢ : Z2(E) — Z(F) 'application définie, pour tout X € Z2(E), par p(X) = f (Y)

oB)=f(E)=f@)=0.

pXuX)= f(XU X’) =f (Yn?) c f(f) nf (7) (d’apres le résultat de la question 2.). Donc
PXUX)<SpX)neX).
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Avec les calculs de la question précédente, ona (XU X') = f (Yﬂ f), puisque f est injective,
le résultat de question 2. assure que f (Y N F) =f (Y) nf (f), donc (X uX") =p(X)ne(X').

Tenant compte le résultat de la question 3, on obtient,
PXNnX)=f (X n X') = fXuX)=f (Y) uf (F) = p(X) U(X)).

On suppose, pour la suite de cette partie, que f est bijective.
@@ =f(8)=f(E)=F. (f(E)=F car f estsurjective).

Soit X € 2(E).
D’apres le résultat de la question 10, on a @(X) U ¢ (Y) =¢ (X DY) = (@) = F (la derniére
égalité d’apres la question 11 ).
Puisque f est injective, d’aprés le résultat de la question 9, on a ¢(X) N ¢ (?) = (X UY) =
@(E) = ¢ (derniére égalité d’apres le résultat de la question 7).

D’apres les résultats des questions précédentes, on a
@(X) mp(Y) =g et <p(X)u<p(Y) =F

On obtient, en appliquant le résultat de la question préliminaire, que

0= 9[F) = 1{R) =T
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