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Corrigé

Devoir Surveillé N° 4

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Questions de cours

Cours

Exercice 1
Soit F = {(x, y, 2) eR3/ x—y—z=0}L
Ona0-0-0=0,donc 0(=Ogs) € F.
Soit u=(x,y,2),v=(x",y,z)eFet AeR,onau+Av=(x+Ax,y+1y,z+Az') et (x + Ax") —
y+AY)—(z+Az)=(x—y—2)+A(x'—y' —2')=0,donc u+ Av e F. D’ou F est un sous espace
vectoriel de R3.
Onal-1-0=0donc (1,1,0) € F,de méme 1-0-1=0donc (1,0,1) € F.
On pose u; =(1,1,0) et up = (1,0, 1).
Soient a, B € R. On a u;, up € F et F sous espace vectoriel donc au; + fuz € F.

Soitu=(x,y,z) € F,alorsx=y+z,doncu=(y+z,y2) =y(1,1,0)+z(1,0,1) = yu; + zuy. Ainsi
u est une combinaison linéaire de u; et u5.

D’une part u;, up € F,donc Vect(u;, up) € F. D’autre part chaque élément de F est combinaison
linéaire de u; et uy, donc F < Vect(uy, uyp). Il en résulte alors que F = Vect(uy, uy).

Exercice 2

. X+1
Soit F = ——— e R(X).

(X-1)2X
R X+1 .y .
degF =1-3=-2etles poles de F sont 0 et 1 car ———— est irréductible.
(X-1)2X
a b

c
+ +—oua,bceR.
X-1 (X-1)2 X

X+1  aX s bX
(X-1)2 X-1 (X-1)2

0 pole simple et 1 podles double, donc F =

En multipliant F par X, on obtient

c=1.

+ ¢, on applique en 0 on trouve

o . ) o X+1 c(X-1)>2
En multipliant maintenant F par (X — 1), on obtient ~ =aX-1)+b+ — on ap-

plique en 1 on trouve b = 2.

a 2 1
Onadonc F = + ——+ —, on applique (par exemple ) en 2, on obtient a = —1. D’ou
X1 X-12 ' X pplique (p ple)
1 2 1
F=——own«+ + —
X-1 X-12 X
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PROBLEME

Autour des polyndmes de Lagrange

-
(£3 2019/2020

Premiére partie :
Polynomes de Lagrange

Soient ay, ay, ..., an—1 € K deux a deux distincts. Pour j € {0,1,...,n—1} on pose :

n 1X—ak
Lj= —
k=0 4j — Ak
k#j
Soit j€{0,1,...,n—1}. degL; =n—1.
n-lag.—a
Soit j€10,1,...,n—1}. Lj(ap) = [| =—— =1
k=0 4j — Qi
k#j
. . X-a; "5 X—ag ,
Smentz,]<—:{0,1,...,n—1}avecz;é].OnaLj= H , en d’autres termes X — a;
aj—ai j—o aj—adg
k#j,i
divise L, donc Lj(a;) = 0.
n-1
Soit P € K,_1[X]. Onpose Q=P — Y P(a;)L;.
j=0
Soit0<i=<n-1,alors
n—1 n-1
Q(a;) =P(a)- ) P(aj)Lj(a;) = P(a;)-P(a;)Li(a)— ), P(a;)Lj(a;)=P(a;)—P(a;)=0.
j=0 j=0,j#i ——

Les polynomes L; et P sont de degré < n— 1, donc Q aussi. Puisque Q admet n racines
n-1
distinctes et degQ < n—1, on adonc Q =0, par suite P = Z P(aj)L;.
j=1
n-1
On applique I'égalité précédente pour P = 1, o obtient Z Lj=1
j=0

SI0O<d<n-1,alors X% est un polyndéme de degré < n—1, on a donc (pour P = x4, x4 =
n-1
d
Z aj Lj.
Jj=0

n-1
11 suffit de considérer le polynéme P = Z y;iLj, ce polyndome vérifie P(a;) = y;.
j=0
Deuxiéme partie :
Cas des racines neme

k

. N 2in N
Dans cette partie K =C,etpour0<k<n-1,a;=w"ouw=en cest-a-dire ay =1, a; = w,

n-1
v Ap—1 = w" 1. On consideére le polyndéme S = Z X1+ X+ + XL
k=0

Oa S(1) = ndonc 1 n'est pas une racine de S.
Ona(1-X)S=(1-X)A+X+...+ X" 1) =1-X".
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Notons que 1 n'est pas une racine de S. Alors z est une racine de S si, et seulement si, z # 1 et
(1-2)S(z) = 0 si, et seulement si, z Z 1 et z"" =1 si, et seulement si, z € U,, \ {1}. Ainsi les ra-
cines de S sont les nombres complexes ezz%, k=1,...,n—1cest-a-dire les nombres complexes
al,...,Ap—1.

11.| Le coefficient dominant de S est 1 et degS = n—1, donc ay,...,a,—1 sont les racines (donc

simples) de S, d’olut
n-1

S=X-a)...(X-ap-)=[[(X-ap)
k=1

X—ap))..X-ap-1)) X-ap)...(X-ap-1) S S
12. Ly = = = =—,d =nLy.
(2] ona ko= o an )~ (a0~ 5@~ dones=nbo

1
Soit0<k<n-1,onpose Ry =Ly — ;S(w‘kX)

1. | 1
OnaRy(ay) = Li(ar) — —S(w *ap) =1- =S(w*wk=1-=s1) =o0.
n n n

Soit0<j<n-1.

Si j = k, alors Ri(a;) = Ri(ay) = 0 (d’apres le résulta de la question précédente).

Si j # k, alors Lk(aj) =0.Dans ce cas wk = ax # aj, et donc w’kaj # 1, par suite S(w’kaj) =
-k, \n _

(w a]) 1 ko n ..

— . = Ocar (w *a;j)" =1,d ot R(a;) =0.

wraj— 1

Ry estun polyndme de degré < n—1 ayant au moins 7 racines (aj avec0< j<n-—1), donc

1
il est nul, on en déduit alors que Ly = ~ZS(wkx).
n

C—*’ML

Bonne chance
N P
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