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Corrigé

Devoir Surveillé N° 1

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédation.

@
N Définition g ~

Soit E un K espace vectoriel, # un endomorphisme de E et A € 4, (K).

# On dit que u est une homothétie s'il existe A € K tel que u = A1dg ®
# On dit que A est une matrice scalaire s’il existe 1 € K tel que A= A1},.

Questions de cours

Cours

Exercice 1
Lapplication tr est une forme linéaire ( tr(A+AB) = tr(A) + A tr(B)) non nulle (tr(I;) = n # 0) sur
A, (K). Donc kertr est un hyperplan de .4, (K). Mais on a kertr = H, on en déduit que H est
un hyperplan de .4, (K).
Soit ¢ : K[ X] — K I'application définie par : ¢(P) = P(1).
Soit PQeK[X] et A eK.Ona (P +AQ) = (P+AQ)(1) = P(1) + AQ(1) = ¢(P) + Ap(Q), donc
@ est une forme linéaire non nulle sur K[X] (car ¢(X) =1 #0).

¢ est une forme linéaire non nulle sur K[X], donc ker ¢ est un hyperplan de K[X]. Puisque
X ¢kerg, on adonc K[X] =ker¢ & Vect(X).

PROBLEME

Le but du probleme est de démontrer que toute matrice A de .4 (K) non scalaire est semblable a la

matrice 0 -detA
1 trA

Une question préliminaire :

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie , # un endomorphisme de E et A la matrice de u
dans une base 4.
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Si u est une homothétie, il existe A € K tel que u = AIdg, et donc A = HAzg(u) = Hz(A1dE) =
Al
Réciproquement, si A est une matrice scalaire, alors il existe A € K tel que A = A1, c’est-a-dire
Map(u) = Mz (Aldg), dolt u = Aldg.

Premiére partie :
Un exemple

Dans cette partie A désigne la matrice
1 -1
A=
L)

On note ul’endomorphisme de E = K? canoniquement associé a la matrice A. Enfin B = (e}, e5)
désigne la base canonique de E.

det A=2 # 0 donc A inversible.
uer) = (1,1) et uez) = (=1,1).

Dans la suite de cette partie v, = e; et v, = u(ey).

v =e1=(1,0) et vp = uley) = (1, 1).
On adetp(vy,v2) = L1
’ 01

Ona u(vy) = u(e; +e2) = uley) + u(ez) = (0,2) donc
u(v) =an +pPr. < 0,2)=(a+p,p)oa=-2etf=2.

=1, donc la famille (v, v») est une base de E.

0 -2
Ona u(vy) = vp =0v; + vz et u(vo) = —2v1 + 2vp, donc My, v,) (1) = ( )

1 2

0 -2
Comme A et ( 1 2 ) représentent les matrices de I'endomorphisme u dans deux bases, la

0
matrice A est donc semblable a la matrice (1

trA=2.

—2) B (0 —detA

9 1 ) ), notons que detA = 2 et

Deuxiéme partie :
Une caractérisation des homothéties

Dans cette partie E désigne un K-espace vectoriel et # un endomorphisme de E vérifiant :

Vx e E, lafamille (x,u(x)) estliée.

La famille (x, u(x)) est liée, il existe alors deux scalaire 11,1 € K non tous nuls tels que A;x +
Aou(x) = 0, le scalaire Ay # 0 (car si A = 0 alors A;x =0, et donc A; = 0). Il vient alors que

A
ux) =Agyxoud, = _)L_l' Si A, € K est tel que u(x) = A x, alors 1,x = A’ .x, etdonc 1, = A’
2

Soit x,y € E\{0}.

Si (x,y) est liée, alors il existe a € K tel que y = ax (x # 0), comme A,y = u(y) = u(ax) =
au(x) =alyx=Axyety#0,onadonc Ay =A,.

D’une part u(x+y) = Adxyy(X+y) = AgpyX + Axyyy. D’autre part u(x + y) = u(x) + u(y) =
AxX+Ayy.Donc Aty X+ Axsyy = Axx+Ayyouencore (Ayry —Ax) X+ (Axyy—Ay)y =0, par
laliberté, il vientque Ay, — Ay =0et Ay — A, =0, etdonc Ay = Ay = A,.
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11. | D’apres ce qui précede, le scalaire A, ne dépend pas du vecteur non nul x. Si on pose A = 14,
alors pour tout x € E\ {0}, u(x) = Ax, et cette égalité est valable aussi pour x = 0. D’ou1 pour tout
x € E, u(x) = Ax. On en déduit que u = A1Idg.

Troisieme partie :
Démonstration du résultat

Dans cette partie A € 4> (IK) est une matrice non scalaire. On désigne par u I’endomorphisme
de E = K? canoniquement associé a la matrice A.

Puisque u n’est pas une homothétie, d’apres le résultat de la partie précédente, il existe e € E
tel que (e, u(e)) soit libre, donc base de E.
On pose v = e et v = u(e). ¥ désigne la base (vy, v2).

La famille (vy,v2) = (e, u(e)) est une base de E, et ceci justifie 'existence de deux nombres
a,b e K tels que u(v,) = avy + bv,.

Ona u(vy) = u(e) = vo =0vy + v3 et u(v2) = avy + bvy. Donc

0 a
B=
[ 3
A et B sont les matrices de 'endomorphisme u dans deux bases, donc A est semblable a
0 a
5-(} 3)

Les deux matrices A et B sont semblables, alors elles ont méme trace et méme déterminant.
MaisdetB=—-aettrB=b.Donc b =tr(A) et a = —det A.
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