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Corrigé

Devoir Surveillé N° 2

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédation.

Questions de cours

Cours

Exercice 1 Soit Ala matrice A = (i i)

X-1 -1
Calculer)(A::‘ 1 x-1

scindé a racines simples donc diagonalisable.

sp(A) = {0,2}.

Les sous espaces propres de A:

= (X -1)>-1= X(X —2). Le polyndme caractéristique de A est

-1
On a Ey(A) = ker Adonc (;) € Ey(A) © x+ y =0, par suite Ey(A) = Vect(( 1 )).

On a E»(A) = ker(A—-21), donc (;C/) ebBb(A)eox+y=2xetx+y=2y < x=y.Donc E>(A) =

1
Vect((l)).

Notons ul'endomorphisme de R2 canoniquement associé a A. Notons €1 = (1,1) etep = (—1,1).
La famille € = (g1, €2) et formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes,
donc elle est libre, et en particulier base de R>. Comme D représente la matrice de u dans la
base ¢, il vient alors que les deux matrices A et D sont semblables.

Soit P € Gl (R) telle que A = PDP~. remarquons d’abord que A* = (PDP~1)* = ppp~1.PDP~!...PDP ! =
n

n n n

PDFP1SiQ= Y arX¥ alorsQ(A) = )" arA¥ =Y arPD*P' = P(} @ D" P! = PQD)P 7,
k=0 k=0 k=0 k=0

ainsi les deux matrice Q(A) et Q(D) sont semblables. Mais Q(D) = (P(()Z) Q(0)

que Sp(A) = Sp(D) ={Q(2,Q(0))}.

), il vient alors

1 1 2
Exercice 2 Soit Ala matrice A = (0 0 3).

0 0 2

c

La matrice A étant diagonale, donc y 4 = X(X — 1)(X —2), ainsi Sp(A4) = {0, 1,2}.
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Les sous espaces propres :

X x+y+2z = 0
v|€E(A) & 3z = 0 ©x=-yet z=0.Donc

z 2z = 0
1
Ey(A) :Vect((—l))
0

X xX+y+2z = x
y|€eE(A) & 3z = y ©y=z=0.Donc

2z = z
1
El(A):Vect((O )

2z = 2z

PROBLEME

Premiére partie :
Une version simple du théoreme des noyaux

Soit E un R espace vectoriel de dimension 3 et # un endomoephisme de E.
On suppose dans cette partie que le polyndme caractéristique de u s’écrit sous forme

Xu= (X=X —Ap)?

avec 11 # Ay (A racine simple de y,, et 1, racine double de y,,).

Sp(w) = {A1, Az}

On note E,, et Ey, les sous espaces propres de u associés respectivement a 1, et 1, et on pose
w=u-AIdgetv=(u-21,1dg)2.

v=(u—-Az1dp)? = u? -2, u+ A3 1dg.

Soit x € ker w = ker(u— A1 Idg). Alors u(x) = A;x. On a donc v(x) = u?(x) — 2, u(x) +)L§ Idg(x) =
Afx =20 A2x + A5x = (A1 — Ao)%x.

Soit x € ker v nker w. Donc x € ker w et dans ce cas 0 = v(x) = (A] — A2)%x, ainsi x = 0. D’ot1 le
résultat.

v et w commutent car ils sont des polynémes en u. D’autre part wv = (u—A; Idg) (u—A2A, Idg)? =
Yu(u) =0 (par le théoreme de Cayley-Hamilton).
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Soit x € E.

Ona v(w(x)) = (vw)(x) =0, donc w(x) € kerv.
de méme, on a w(v(x)) = (wv)(x) =0, donc v(x) € ker w.

Soit Q le polyndme Q = - X +21, — 1;.
Montrer que (X — 12)? + (X = A1) Q = (A — A2)2.
(X-21202+(X-ADQ = X?-2LX+A5+-X?+21X - X+ 1 X =212+ 4y
A% =20 A + A2
= M2-M)?

On applique les polynémes précédentes a I'edomorphismes u , on obtient (u — A, Idg)? +
(u—A11dg)Q(u) = (A1 — A2)?1dg ou encore v+ wQ(u) = (A1 — A2)?Idg. Puisque (1; —A,) #0,
onadoncldg = (/11_112)2 v+ (/11_112)2 wQ(u).

Soit x € E. D’apres le résultat de la question précédente, on a

w (Q(u)(x))

J

1 1
x=Id(x) = v(x)+
E A1— A2)? - A2)?

X1 X2

Par le résultat de la question 6. on a x; € ker w et x, € ker v. Il en résulte que E = ker v+ker w.
Puisque la somme ker v + ker w est directe, on a alors E = ker v & ker w.

Soit x € Ey, alors (u—A21dg)(x) =0, d’ott v(x) = (u—A1dg) ((u—A21dE)(x)) = 0, par suite x €
kerv.

Puisque A, est une valeur propre simple, dimker w = dim E;, = 1, donc dimker v = 3—dimker w =
2.Si E,, =kerv, alors dans ce cas dim E, = dimker v = 2. Soit £; un vecteur non nul de E,, (la
famille formée par le vecteur £ est une base de E) ) et (¢2,€3) une base de E,. Alors la famille
(€1,€2,€3) est une base de E formée de vecteurs propres de u, ainsi u est diagonalisable.

Deuxieme partie :
Un exemple

Dans cette partie u désigne I’endomorphisme de E = R® canoniquement associé a la matrice

0 1 1
A=|1 2 -1
-1 1 2

X -1 -1 X-1 -1 -1 X-1 -1 -1
Yu = |-1 X-2 1 |g—G+c| 0 X-2 1 |pe@,-,] 0 X-2 1
1 -1 X-2 X-1 -1 X-2 0 0 X-1
= X-2)(X-1?

Les sous espaces propres de u : Les valeurs propres de u sont 1 et 2.

X y+z = X -x+y+z = 0
v|€E(A) < x+2y—z y © x+y—-=z 0 ©x=zety=0.Donc
z —-X+y+2z z -x+y+z = 0

1
Ep(A) =Vect ((0))
1
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X y+z = 2x —2x+y+z = 0
v|€Ex(A) & X+2y—-z = 2y & x—z = 0 ex=y=z.Donc
z —-X+y+2z = 2z -x+y = 0

1
Ey(A) :Vect((l))
1

11 -1
(A—Ig)zz(l 1 —1).
11

X -1 1
11.2 (y) eker(A-1)?%) o xX+y—z=0sx=-y+z. Doncker((A- )?) =Vect(( 1 ) , (0)) et
z 0 1
par suite ker((u—1Idg)?) = Vect((-1,1,0), (1,0, 1)).
Puisque la famille ((-1,1,0), (1,0, 1)) est libre, il vient que dimker ((u —Idg)?) =2

On pose €2 = (1,—1,0) et &1 = (u—Idg) (e2).

1 -2
OnaA(—l) = ( 0 ) donc &1 = (-2,0,-2).

0 -2

-2 -2
OnaaussiA( ) = ( 0 ) donc u(ey) = €;.

-2 -2
Onae; = (u—-Idg)(er) = u(ey) — ey, donc u(es) = €1 + €.

1
€3 = (1)

1
-2 1 1
Le déterminant de %8’ dans la base canonique : detg (%)= 0 -1 1|=-2#0,donc%’
-2 0 1
est une base de R3.
Ona u(e;) = €1, u(ez) = €1+ &5 et u(ez) = 2e3, donc
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