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Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Questions de cours

Cours

Exercice 1

La matrice A = est symétrique, le théoréme spectral affirme qu’elle est diagonalisable.

w = N
N O -
=N W

Exercice 2
Soit E un espace euclidien et u € £ (E) un endomorphisme symétrique.

u étant symétrique, d’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormée de E formée
de vecteurs propres de u.

Soit & = (ey,..., e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u, et notons
A1,...,An les valeurs propres de u associées respectivement au vecteurs propres ey, ..., e, (de
n

sorte que u(e;) = A;e;). Soit x € E, et x1,...,x, € Rtels que x = Z x;e;. On a donc

" i i=1

(ux),x)=()_xiAie;, Y xjejy= Y Aixixj{e;,ej). Comme (e;,e;) =1et(e;e;)=0sii# j,

i=1 j=1 1<i,j<n

n
Jtl-xlg =0 (car A; =0).

=1

on adonc {u(x),x) =

1

Soit A € Sp(u), et e un vecteur propre associé a A. On a (u(e),e) = A{e,e) = Allell®. En tenant
(ule), e
- >

el

PROBLEME

Soit E un espace euclidien, c’est-a-dire E est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un
produit scalaire noté (.,.), on désigne par ||| la norme associée a ce produit scalaire.

compte | e|| >0, il vientque A =

Premiere partie :
Projecteur orthogonal
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Soit p un projecteur de E c’est-a-dire p? = p.
On suppose dans cette question que p est un projecteur orthogonal.
Soit x,y € E, on a p(x € Imp) et y— p(y) € kerp car p(y — p(y) = p(y) — p*>(y) = 0, donc
(p(x),y—p(y)) =0, par suite (p(x), y) = (p(x), p(y)).

Soitx,y€ E.Ona{p(x),y) =(p(x), p(y)) ={p(y), p(x)) ={p(¥), x) = (x, p(¥)). Donc p symé-
trique.

Soit x € E, on a x L x — p(x), par le théoréme de Pythagore, il vient que IxlI? = ||x— p(x) +
pO)N?=lx—p@)I2+Ip() % = | p)II*. Dot [ p(x)] < lIx].
Soit x € E, d’apres le résultat de la question 1, on a {(p(x), x) = (p(x), p(x)) = | p(x) 12=0.

On suppose dans cette question que p est symétrique.
Soitxekerpet yeImp.Ona p(y) = y,donc (x,y) = {x,p(y)) ={(p(x),y) =0.

La question précédent dit que ker p et Im p sot orthogonaux, ainsi p est un projecteur or-
thogonal.

Deuxiéme partie :
Endomorphisme orthogonal

Soit # un endomorphisme orthogonal de E.

Soit x e keru, on a ||x|| = [lu(x)|| = 0, par suite x = 0. Il en résulte que © est un automorphisme.
Soit x € E,ona lu~'(x)| = |u(u~'(x))|| = [ x]. C’est bien que u est un endomorphisme ortho-
gonal.

Soit x,y€ E,on a

(l(x) + w1 = w1 = lumi?)

(u(x), u(y))

(e + I = lu) 1 = lum)?)

N =N -

= z(llx+yllz—IIxIIZ—IIyIIZ)
= (X0

Ainsi u conserve le produit scalaire.

Soit % = (ey,..., e,) une base orthonormée de E. Par le résultat de la question précédente, on a
(u(e;),ulej)) = {ej,ej), donc (u(e;),u(e;)) =0sii # jet(ule;),ule;)) =1sii=j, endautre
termes (u(ey),..., u(ey)) est une famille orthonormale de E, en particulier libre. Puisque le
nombre d’éléments de cette famille est égale a la dimension de E, il s’agit alors d'une base
et donc d'une base orthonormale de E. Ainsi u transforme toute base orthonormée de E en
une base orthonormée de E.

Soit A une valeur propre de u et e un vecteur propre de u associé a A.

Ona [lu(e)|? = | Aell® = A?| ell?.

Puisque u est un endomorphisme orthogonale, on a donc | u(e)[|?> = |e]|?, et donc A?|e| =
lell?, par suite A2 =1 (car e # 0). On en déduit alors que A = +1. D’ot1 Sp(u) < {-1,1}.

Troisieme partie :
Endomorphisme orthogonal et sous espace stable

Soit u un endomorphisme orthogonal, on considere I'endomorphisme v = u+ u~!.
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7.1 Soit x,y€ E,on a
y

Wx),y) = W@ +ulx),y) =),y +u'x),y

D’une part (u(x),y) = (u(x), u(u'y))) = (x,u"1(y)) puisque u conserve le produit scalaire,
d’autre par (u~'(x), y) = (u(u~'(x)), u(y)) = {x, u(y)). Donc

W), y) + W20, ) = 6 u (1) + (x, u(y)
(x, u™t () + u) = (x, v(y)

(v(x),

Lendomorphisme v est symétrique.
v étant symétrique d’apres le théoreme spectral il est diagonalisable.
Soit ¢’ un vecteur propre de v.

On a u(e') € Vect(e', u(e")), il suffit alors de montrer que u?(e’) € Vect(e/, u(e")).

Puisque ¢’ est un vecteur propre de v, il existe ¢ € R tel que v(e') = te/, c’est-a-dire u(e’) +
u~l(e') = te, par suite u(e) = te' — u~'(e'), en appliquant u, on obtient u?(e') = tu(e') — e’ qui
bien un élément de Vect(e’, u(e’)). D’ou le résultat.

Le sous espace vectoriel Vect(e’, u(e’)) est stable par u et de dimension < 2 car il engendré par
deux vecteurs, et puisque €’ est un vecteur non nul de Vect(e’, u(e’)), ce dernier est un sous
espace vectoriel et de dimension > 1. .

On suppose dans la suite que F est un sous espace vectoriel de dimension 2 et sable par u. On
note v = u|r et g = (e1, e2) une base orthonormée de F.

Soit x€ F,ona ||v(x)| = [lu(x)|| = || x|l, donc v est un endomorphisme orthogonal de F.

Puisque (e, e2) est une base orthonormale de F, son image (v(e;), v(e2)) par est aussi une base
orthonormale de F, c’est-a-dire |[v(e1)|| = llv(ex)|l =1 et (v(e;), v(ep)) =0.

Il existe a, b € R tels que v(e;) = ae; + bep, comme 1 = ||v(e;) 12 = a® + b?, il existe alors 0 € R tel
que a =cosf et b=sinf, donc v(e;) = cos(f)e; +sin(f)ey.

On pose w = —sinfe; + cosfe; et montrons que v(ey) = +w.
Ona |lw| =llv(e))ll =1et{w,v(e;)) =—sinfcosf + cosOsinf = 0, donc (w, v(e;)) est une base
orthonormale de F. Il existe «, § € R tels que v(ez) = aw + fv(e;). On a (v(ey), v(e2)) =0, donc
a(v(ey), w) + Bllv(e)|I> = 0, par suite g = 0, on donc v(ey) = aw. De I'égalité |w|? = 1, il vient
que a?|lv(ey)] =1, etdonc a® =1 c’est-a-dire a = +1. D’ol1 v(ey) = +w.

D’apres ce qui précede, g, (v) = ( Z?ﬁg _S::I;SBH)

cosf —sinf
sinf cos@

Hﬁwb

Bonne chance
EIN DD

) ou Mg, (v) = (
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