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Devoir Surveillé N° 5

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

, Questions de cours s

Rappeler la définition de deux événements incompatibles.

Rappeler la définition de deux événements indépendants.
Rappeler la définition de I'espérance (dans le cas fini). ®
Rappeler la formule de transfert (dans le cas fini).

Rappeler la définition de la loi de Poisson ( de parametre A > 0) .

o ‘
Exercice 1

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2,7, p) et a valeurs
dans N dont la loi est donnée par :

p(X=Dn¥ =)= , Vi, jeN

Déterminer les lois de X etde Y.

Prouver que 1 + X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
Déterminer I'espérance et la variance de Y.

Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Montrer que p(X =Y) = ﬁé (Indication : Remarquer que (X =Y) = Upen (X = n) N (Y = n))).

PROBLEME
Fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, on appelle la fonction génératrice de X, et on note Gy,
la fonction; Gx(#) = E(tX)

Premiere partie :
Cas d’'une variable aléatoire finie

Dans cette partie X est une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].

n
Vérifier que pour tout £ € R, Gx(£) = Y p(X = k)*.
k=0
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Calculer Gx (1) et montrer que Gg((l) =E(X).
Montrer que E(X(X — 1)) = G (1). En déduire que V(X) = G%(1) + G} (1) - G4 (1)%.
Donner 'expression de Gx dans chaque cas suivant :
X suit la loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1[.
X suit la loi bindmiale de parametre (n, p), o n € N* et p €]0,1[.
Deuxieme partie :
Cas d’une variable aléatoire infinie

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On note Rx le rayon de convergence de la série
entiere ) p(X =n)t".

n=0

Montrer que Ry = 1.

+00
Montrer que pour tout £ €] — Rx, Rx|[, Gx(t) = Z p(X=n)t".

n=0
Montrer que si X et Y sont a valeurs dans N telles Gx = Gy alors X et Y ont méme loi (i.e
VneN, p(X=n)=p(Y =n)).
Montrer que si X et Y sont indépendantes et a valeurs dans N alors Gx+y = GxGy.
Somme de lois de Poisson : On suppose dans cette question que X et Y suivent respectivement
la loi de Poisson de parametre 1 et A,.
Montrer que Rx = Ry = +00, et que pour tout ¢ € R, Gx (1) = eMV et Gy (1) = (=D,
En déduire que si X et Y sontindépendantes alors X + Y suit la loi de Poisson de parametre
A+ Ao,

Troisieme partie :
Espérance et fonction génératrice
Dans cette partie, X désigne une variable aléatoire a valeurs dans N.

Montre que si Rx > 1 alors X admet une espérance et que E(X) = G(1).

On suppose pour la suite de cette partie que Gx est dérivable en 1. Pour n = 1, on pose S, =
n

kp(X = k).(== Pour la suite, on ne suppose pas que Rx > 1).
k=1

Gx(H-G1) &

11.| Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], 1 = Z pX=kQAQ+t+...+ tk_l).
- k=1

L Gx () —-G(1
Montrer que pour tous t € [0,1[ et n e N*, Z pX=kQ+t+...+ tk_l) < %
k=1 -
En déduire que pour tout n € N*, S, < G%(l).
Montrer que X admet une espérance et que E(X) < Gg((l).

Montrer, en exploitant le résultat de la question 11, que E(X) = G'(1).

Hﬂmb

Bonne chance
EIN T
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