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Applications linéaires

— Exercice 1.

Soit f : E — F une application linéaire.
Vérifier que f(0) = 0.
Soit G un sous espace vectoriel de F. Montrer que f~1(G) est un sous espace vectoriel de E.

Soit H un sous espace vectoriel de E. Montrer que f(H) est un sous espace vectoriel de F.
On pose ker f = f=1({0}).

Montrer que f est injective si, et seulement si, ker f = {0}.

Applications : Montrer que les parties suivantes sont des sous espace vectoriels de E :
F, ={PeK[X] /P(2) =0}, E=KI[X].
E={xy2ecK3/x+y+z=0} E=KS3.

~—{ Exercice 2.

On considére 'application f : .43, (R) — .43, (R) définie par :

(E)-)

Déterminer une matrice A € #3(R) telle que pour tout X € /31 (R), f(X) = AX.
Montrer que f est une application linéaire.

Montrer que les ensembles Ej = {X € 43,1 (R)/ f(X) = X} et E; = {X € 43, (R)/ f(X) = 2X} sont des sous
espaces vectoriels de .43 1 (R).

Justifier que chacun de ces sous espaces vectoriels possede une base constituée d’'un unique vecteur e;
pour Ej et e pour Es.

Déterminer un vecteur non nul es tel que f(e3) =2e3 + es.

Montrer que la famille (e, ey, e3) est libre.

— Exercice 3.

Soit E =K3[X] et f : E — E 'application définie par f(P) = -3P + XP'.
Montrer que f est linéaire.
Soit P € E tel que f(P) =0.
Montrer que P(0) =0.
Montrer que P'(0) = P"(0) = 0.
Montrer que ker f = vect(X3)
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~—{ Exercice 4.

n
Soit I'application notée tr : .#,(R) — R définie pour toute matrice M = (m;,j)1<i,j<n par tr(M) = Z m;; (ce
i=1

nombre est appelé trace de M).

1 -2 2
un exemple : Déterminer la trace de matrice A=|6 -5 2|, déterminer la trace de la matrice I,.
1 -4 2

Montrer que tr est une application linéaire.

Soit & € R, donner une matrice M € .4, (R) telle que tr(M) = a. Qu’en déduit-on ?
Soit A une matrice non nulle fixée de .4, R), et f : 4, ([R) — 4, (R) 'application définie par f(M) =
M —-2tr(M)A.

Montrer que f est une application linéaire.
Dans cette question on suppose que tr(A) # %

Montrer que f est injective.

2t
Soit N € 4, (R), on pose M = N — A

1-2tr(4)
En déduire que f est un isomorphisme.

Dans cette question on suppose que tr(A) = %, eton note H = {M € 4, (R)/ tr(M) = 0}.
Montrer que la somme H + vect(A) est directe.

A. Calculer tr(M), puis vérfier que f(M) = N.

Enremarquant que M = M—2¢tr(M)A+2tr(M) A, montrer que les sous espaces vectoriels H et vect(A)
sont supplémentaires dans .4, (R).

— Exercice 5.

Soit D la matrice D = (1 0

0 2) € M R), et f: 4 (R) — 4 (R) I'application définie par f(M) = DM - MD.

Montrer que f est un endomorphisme de .45 (R).
Soit M € 4, (R). Montrer que M € ker f si, et seulement si, MD = DM.

Montrer que ker f = {(g g)}/a,ﬁ e R}
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