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Fonctions Convexes

Exercice 1.

Que dire d'une fonction convexe et concave sur un intervalle I ?

— Exercice 2. N

Soit f:R — R, une fonction convexe positive. On suppose que f a deux z€éros a et b avec a < b. Montrer que [
est nulle sur le segment [a, b]

— Exercice 3. N

+
Montrer que Vx, y €]1, 400l , ln(¥) =4/InxIlny
Ind : Utiliser la fonction x — Inln x

— Exercice 4. )

Soit f : [a, b] — R de classe €2 telle que f(a) = f(b) =0.On pose

M =supy, ;| f"l et g(x) = f(x) _M(x—a)zﬂ , h(x) = f(x) +M(x—a)2ﬂ
Justifier I'existence de M.
Montrer que g est convexe et que & est concave.
Monter que pour tout x € [a, b], on a | f(x)| < M%(b_x)

— Exercice 5. N

Prouver la convexité de f(x) =In(1 + e¥).
Montrer que pour tout n € N* , V(xy, ..., x,) €]0, +oo[",

n % n 1
L+([[x| =]]Q+x0)7
k=1 k=1

En déduire que V(ay, ..., an) € R}", V(by, ..., by) € RY"

n \n (n \7 (n W
(Hak) +(ku) S(H(ak+bk))
k=1 k=1 k=1
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Exercice 6.

Montrer que Vx,y,a,b>0,ona:

X y x+y
In— In==> In——
xna+ynb>(x+y)na+b

— Exercice 7.

Soit f : R, — R positive, bornée de classe €2 telle que f < f"
Montrer que f est convexe et décroissante.
Montrer que f et f’ tendent vers 0 en +oo

Soient g et h définies par g(x) = f(x)e* et h(x) = (f(x) + f'(x))e”* pour x = 0.
Etudier les variations de f et de h, ainsi que le signe de h.

En déduire que pour x=0ona f(x) < f(0)e™*

— Exercice 8.

Soit p > 1 et f: R} — Rla fonction définie par
1\p
flxo) = (1 +xn)

Montrer que f est concave.

n
Soient x1,...,x, € R} et A;..., A, €[0,1] tels que Z A = 1. Montrer que
k=1

n 1 1\P n 1 p
Z(/lzf“/lkxkﬁ) S(1+(Z }kak)!’)
k=1 k=1

Montrer pour tous ay, ..., an, by,..., b, € Ry,

|~
|~

(k" mk+bk)n)” (z)(zb)

=1 k=1

Exercice 9.

Montrer que Vxi,...,x, >0,
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—{ Exercice 10.

Soit p et g deux réels positifs vérifiant : - +

positifs.
Montrer que pour tout x, y € Ry

% Ll’ = 1. On considere (x;)1<i<n €t (¥i)1<i<n deux famille de réels

P 4
el
p q

En utilisant I'inégalité précédente, montrer que

En déduire I'inégalité de Holder

En déduire pour p > 1 I'inégalité de Minkowski :

1 1
n p p
(Z(xi +J’i)”) E (Z xf’)
i=1 i

— Exercice 11.

Soient a,...,au, by, ..., b, € R.. Montrer que
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