C.P.G.E MEKNES

LYCEE OMAR IBN AL-KHATTAB SERIE n°17 2018/2019
Matrices
— Exercice 1. )
. a b
Soit A= (c d) € Mo (K).
Montrer que A2 —(a+d)A+ (ad-bc)l, =0.
Montrer que A est inversible si, et seulement si, ad — bc # 0.
~—{ Exercice 2. N
. . [ch(x) sh(x)
Soit x € R et Ala matrice (sh &) ch (x))
Calculer A?.
Calculer pour ne N, A",
— Exercice 3. )
2 -2 1
SoitM=|2 -3 2
-1 2 0
(M - I5)(M +313).
En déduire que M est inversible et déterminer M~!.
— Exercice 4. N
8 -1 2
Soit A=| 7 0 2
-18 3 -4
Calculer A3 —4A% +5A.
Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A?, A et I3.
— Exercice 5. )
Soit neN*. Onnote € ={M € 4, (K) INVA€ M,,(K), AM = M A}
Montrer que % est un sous espace vectoriel de .4, (K).
. - . 1 0
Dans cette question n = 2. Montrer que 6 = Vect(l>). (Ind : utiliser la matrice (_ 1 0).)
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~—{ Exercice 6.

Vérifier que chacune de ces applications est linéaire de E dans F ,et donner les matrices associées relativement
aux bases canoniques de E et F :

f(x,y,z):(2x+z,x+2y—z,z,3y—4z),E:R3etF:R4
f(x,y,z)=(x+y+z,x+y+z,x+y+z),13=[R3e‘£F=[RZ3
fA)="A, E= 43(R) et F = M3(R)

fx,y,2,0) = (x+2y,z—t,x+2t), E=R*et F=R3

— Exercice 7.

Déterminer les applications linéaires f et g canoniquement associées aux matrices A et B respectivement :

2 -3 0
1 0 -1
A= 1 1 2
0o 2 -1
0o 2 0 1
B=| -2 1 -1 O

3 2 0 -3

Quelle est la matrice de go f et de f o g relativement aux bases canoniques.

— Exercice 8.

On note A la matrice

-1 6 -6
A=|3 -8 10
3 -9 11

Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associée a A.

Déterminer les valeurs de A pour lesquelles la matrice A— AI3 n’est pas inversible.
Pour chacune de ces valeurs déterminer un vecteur X tel que AX = 1X et dont la deuxieme composante
vaut 1.

Onposee; =(3,1,0), e2=(-1,1,1) ete3 = (0,1, 1).
Montrer que (e1, e, e3) est une base de R3.

Déterminer la matrice B de f dans la base (e, ez, e3).

Donner la matrice de passage P de la base canonique a la base (ej, 2, e3), exprimer une relation entre
ABetP.

Calculer B", puis A", pour n e N.
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— Exercice 9. )

2 1 1
Soit Ala matrice |0 2 1
0 0 2
etB=A-2I3
Calculer, B?, B3, en déduire B", pour n € N.

Calculer A", pour n € N.

Soient (un)n, (Wn)n et (wy)p trois suites de nombres réels telles que, Vn € N

Uptl = 2Up+Up+wy
Upn+1 = 2Up+ Wy
Wpe1 = 2Wy

Donner I'expression de u,, v, et w, en fonction de n, uy, vg et wy.

— Exercice 10. 5

Calculer le rang des matrices suivantes :

2 -2 5/ (3 0 -2 0| (x (1)_11 _22

-3 2 2|2 2 0 of,(y[.|, ;

3 3 3/\o -2 0 3 \z |\] 5 ,
Oux, yetzelR.

~— Exercice 11. N

1 2 3
On considere la matrice A=(2 3 1
3 1 2

Montrer que (A - 615)(A% —315) = 0.
Montrer que pour tout n = 0, il existe P, € R[X] tel que A" = P, (A).

Pour n € N, calculer P, en fonction de 7, et en déduire une expression de A en fonction de 7.

— Exercice 12. N\
Soit A€ 4, (R).
Soit X € 4,1 (R) tel que !X X =0, montrer que X =0.
Montrer que ker A = ker ! AA.
En déduire querg A=rg’AA
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—{ Exercice 13. D

Soit A € #,(K) une matrice de rang 1.
n

Notons tr(A) = ) A;;latracede A.

i=1
Montrer qu'ils existent deux vecteurs colonnes U et V telle que A= U'V.
Montrer que tr(A) =' VU.
Montrer que A2 =tr(A)A.

Soit F = {X € My, (K) | AX = Tr(A)X} et
G ={X € My (K) | AX =0}.

Justifier que F et G sont des sous espaces vectoriels de .4/, 1 (K).
Donner la dimension de G.

Montrer que si tr(A) # 0, alors FNG = {0} et que F est une droite vectoriel, et montrer dans ce cas que
0o ... 0

la matrice A est semblable a la matrice | : .

0 ... trA

— Exercice 14. N

Soit E)IK,[X], et f 'endomorphisme de E définie pour tout P € K, [X] par f(P) = P(X +1).
Montrer que f est un automorphisme de E.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique. On note A cette matrice.

Justifier que A est inversible, et donner son inverse.

~—{ Exercice 15. )

1 2 n
3 ... n+l
Calculer le rang de la matrice suivante :
; ; 2n-1
n n+l .. 2n

—{ Exercice 16. D

Les matrices suivantes sont-elles inversibles 2

1 -1 2 2
O I e oy (2 3N (20 2 2
-2 2 , , -1 0 2],
1 11 2 2 2 11 3 1 3 3
1 2 -2 -1
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,—[Exercice 17 (Matrice de rotation hyperbolique).] X
1 0 0
Pour ¢ € R on note r; 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canoniqueest R; =|0 cht sht],
0 sht cht

une telle application s’appelle une rotation hyperbolique.
Déterminer 'endomorphisme ry.

Calculer R;R_;, et en déduire que r; est un automorphisme.
Montrer que la composée de deux rotations hyperboliques est une rotation hyperbolique.
Soit H = {(x, ,2) € R / 2> = x> + y? + 1} hyperboloide a deux nappes. Montrer que r;(H) = H.

— Exercice 18. 5

Soient A, B € ./ (K) deux matrices semblables.

Montrer que A est inversible si, et seulement si, B l’est.
Montrer que Yk € N, A¥ et B* sont semblables.

En déduire que pour tout polyndme P € K[X], P(A) et P(B) sont semblables.
& SiP=ag+a; X +...+ag X% e K[X], P(A) estla matrice agI, + aj A+...+ ay A%.

~—{ Exercice 19. N

On considere la suite (1), définie par up = —1, u; =0, up =1 et, pour tout n € N, U3 = 2Upt2 + Up+1 — 2Up.
Un+2
Pour neN, on pose U, = | Un+1
Upn

Déterminer une matrice A € .43 (R) telle que, pour tout n €N, Up11 = AU;,.
Montrer que pour tout n €N, U, = A"Uj.

1 1 4
On considere la matrice P=|1 -1 2
1 1 1

Montrer que P est inversible et calculer P~

On pose D = P! AP. Déterminer la matrice D, en déduire I'expression de D", en fonction de n.
Montrer que pour tout n €N, A" = PD"P~!,

En déduire I'expression de A", en fonction de 7.

En utilisant les résultats précédentes, donner I'expression de u, en fonction de n.
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Exercice 20.

Soit E un K ev de dimension n, p un projecteur de E. Montrer que rg(p) = tr(p) . On pourra utiliser une base
adaptée a la décomposition E =kerp @ Im p

—{ Exercice 21. 3

On considere les matrices de .45 (R),
5 1 1 1
a=(i o) =4 )

Calculer A2, puis déterminer des réels a et b tels que A> = aA+ bl,.
En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et I.
Montrer que P est inversible et préciser P~

Montrer que AP = PD, ou D est une matrice diagonale a déterminer.
Montrer que pour tout n € N, (PDP~1)" = pp"p~!

En déduire I’expression de la matrice A", pour n e N.

— Exercice 22. N

On considere la matrice

1 1 1
A=|1 1 3
0 0 2

Justifier que A3 —4A%+4A=0.

Montrer que A est inversible et déterminer A~!.

Soit A € R, et V un vecteur collone non nul tel que AV = AV.
Calculer B?V en fonction de A et V.

Montrer que A2 —4A% +41 =0
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