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Fonctions convexes

— Exercice 1. N

Si a, b € R?, on appelle segment [a, b] 'ensemble des éléments de R? qui s"écrivent sous la forme ta+ (1 - t)b
ou t € [0,1] c’est-a-dire [a, b] :={ta+ (1 —t)b; t€][0,1]}.

On dir d'une partie A de R? est convexe si pour tout x,y € A; [x,y] € A.

Soit f: I — R on appelle I'épigraphe de f noté Epi(f) 'ensemble Epi(f) := {(x,y) € I xR ; f(x) < y} C’est une
partie de R?.

Soit r = 0. Montrer que B; :={(x,y) € R2: x2 + y2 < r} est une partie convexe de R2.

Soit I un intervallede Ret f: I — R.
Montrer que f est convexe si, et seulement si, Epi(f) est une partie convexe de R?.

— Exercice 2. )

Que dire d'une fonction convexe et concave sur un intervalle I ?

— Exercice 3. )

Soit f:R — R, une fonction convexe positive. On suppose que f a deux zéros a et b avec a < b. Montrer que f
est nulle sur le segment [a, b]

Exercice 4.

+
Montrer que Yx, y €]1,+o0[, ln(y) >4/Inxlny

Ind : Utiliser la fonction x — Inln x

~—{ Exercice 5. N

Prouver la convexité de f(x) =In(1 + e%),.
Montrer que pour tout n € N* , V(x1, ..., X,) €]0, +0o["

I 1 L 1
1+([Txo7 < [T +x0)7
k=1 k=1
En déduire que V(ay, ..., a,) eR:"™, Y(by, ..., by) € RY"

I

1 £ 1 L 1
([T aw» +(J] b = ([ ] (ar+ b))
k=1 k=1 k=1
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~—{ Exercice 6.

Montrer que Vx,y,a,b>0,ona:
xInZ+ynf= (x+y)ln%

~—{ Exercice 7.

Soit f: R} — R une fonction convexe.
Montrer que x — % admet une limite dans R U {+oo} quand x tend vers +oco

Ind : On pourra utiliser la croissance des cordes.

— Exercice 8.

Soit f: R, — R positive, bornée de classe €2 telle que f < f”
Montrer que f est convexe et décroissante.
Montrer que f et f’ tendent vers 0 en +oo

Etudier les variations de f et de h, ainsi que le signe de h.

En déduire que pour x=0ona f(x) < f(0)e "

Soient g et h définies par g(x) = f(x)e* et h(x) = (f(x) + f'(x))e”* pour x = 0.

— Exercice 9.

Soit f : R — R une fonction convexe strictement croissante.
Montrer que f tend vers +oo en +oo

—{ Exercice 10.

Soit f : R — R une fonction convexe bornée.
Montrer que f est constante.

—{ Exercice 11.

Soit f : R — R une fonction convexe.
Montrer que f est continue.
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Exercice 12.

Montrer que Vx € [0, 5],

%xssinxsx

Exercice 13.

Montrer que Vxy,...,x, >0,
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