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Dérivabilité

— Exercice 1. )

Sur quelles parties de R les fonction suivantes sont-elles dérivables ?

x—>\/x2—x3.
1 .
xsin—- sSix#0
() e~ {ronx Sx0
0 sinon .
x_’|x|x+1

Exercice 2.

Soit f: R — R définie par f(x) = e*V3sin x.
Montrer que f est de classe € et que Vn e N £ (x) = 2"e*V3sin(x + )

~—{ Exercice 3. )

Soient n un entier strictement positif, et f : R — R la fonction définie par f(x) = x" sin é six#0et f(0)=0.

Etudier la continuité de f sur R.

) (]

Etudier la dérivabilité de f sur R

—{ Exercice 4. )

Soit f une fonction continue sur [0,1], dérivable sur [0, 1[ telle que f'(0) = f(1) et f(0) = 0, on définit une
fonction g sur [0, 1] par g(x) = @ six#0et g(0)= f(1).

Montrer que g est continue sue [0, 1].
Montrer que g est dérivable sur ]0, 1[.
En déduire, qu'il existe ¢ €]0, 1[ tel que f'(c) = M.

R

~—{ Exercice 5. N

Soit f:R — C la fonction définie par f(x) = e'*.
Vérifier que f(0) = f(27).

Montrer que, I’'on ne peut pas appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction f.
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~—{ Exercice 6.

Calculer les dérivées n'®™M€ des fonctions définies ci-dessous :

fo =gk
f(x) = x*In(x +1).
fx)=xPe*, peN*.

— Exercice 7.

Soient I un intervallede Ret f: I — C tel qu’il existe a > 1, pour tous x, y € R

Ifx) = fWI<lx—yl¢

Montrer que f est constante.

— Exercice 8.

Soit f: Ry — Rtelle que f(0) = 0 et il existe k € R, pour tout x € Ry ; | f/(x)| < k| f(x)].
Montrer que f =0.

~—{ Exercice 9.

Soit f : R — R c C définie par f(x) = —L

1+x2°
Montrer que Vx e R, f(x) = % (ﬁ = ﬁ)
En déduire les dérivées nl€Me€ de f.

~—{ Exercice 10.

Démontrer que la fonction définie sur R par f(x) = %xlxl est dérivable sur R et calculer f.

En déduire toutes les primitives de la fonction x — |x|.

—{ Exercice 11.

Montrer que si f : [a, b] — C est une fonction de classe €1, alors elle est lipschitzienne.

Montrer que si f : R — C est une fonction de classe €, telle que f’ admet des limites finies en +oo et
—o0, alors elle est lipschitzienne.
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~—{ Exercice 12. N

Soit f : R — R dérivable, et xo € R tel que f(xg) # 0.
Montrer qu’il existe un voisinage V de x, tel que Vx € V\{xg} f(x) # f (x0)-

Si de plus f’ est continue en xp, montrer qu’il existe un voisinage V de xy tel que fy soit injective.

~— Exercice 13. N

1

Soit f : R — R la fonction définie pour tout x € R par f(x) =e +* six#0et f(0) =0.
Montrer que f est de classe € et que pour tout n € N; £ (0) = 0.

~—{ Exercice 14. N

Soient f, g : [a, b] — R deux fonctions dérivables.
On suppose que Vx €la, b[, g'(x) #0.

Montrer que g(a) # g(b).

s f)-f@ _ f'©
Montrer qu'il existe ¢ €]a, bl tel que =5 = o5

Exercice 15.

Soit f de classe €2 sur R, et h un réel strictement positif.
Montrer qu'il existe ¢ €]a, a+2h[ tel que f(a+2h)—2f(a+ h) + f(a) = h*f"(c)
(Ind : considérer g(x) = f(x+ h) — f(x))

— Exercice 16. N

Soit f:R™ — R de classe €

Montrer que Vx € R il existe ¢ € [0, x] tel que f(x) = f(0) + xf”(0) + 3x* [ (c).
(Ind : considérer la fonction g: t— f(t) — f(0) — ¢ f'(0) — A% t2, o1 A est choisi de sorte que g(0) = g(x))

On suppose que f'(0) = 0. Montrer qu'il existe une fonction g : Rt — R de classe %" telle que, Vx € R ;
f)=g&x?).

Exercice 17.

Soit f:R; — R dérivable telle que xLHP f(x) = f(0).
Montrer qu'il existe ¢ € R, tel que f'(c) = 0.
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Exercice 18.

Soient ne N*, et f: [a,b] — R, (a < b) une fonction n-fois dérivable.
Montrer que si f(a) = f'(a) = f"(a) = ...= f"VY(a) =0 et f(b) =0, alors la fonction f"” s’annule.

~— Exercice 19.

Soient n €N, f: I — Rde classe ¢" s’annulant (n + 1)-fois dans I.

Montrer que £ s’annule.

Soit & un réel. Montrer que la dérivée (n—1)'¢" de f’ + a f s'annule au moins 1-fois.
(Ind : considérer la fonction x — e®* f(x)).

~—{ Exercice 20.

Soit f: R — R une fonction de classe €2 telle que f et f” soient bornées sur R.
On pose My = sup| f(x)| et My = sup| f" (x)|

xeR xeR

Justifier I'existence de My et M.
Montrer que pour tous x, h € R;

h2
|f(x+h) - f(x)—hf (x| S?Mz

h2
If(x—h) - f(x)+hf'(x)] S7Mz

(Ind : on pourra utiliser la premiere question de I’exercice 16)
En déduire que pour tous x e Ret h € R} ;

1 h
If ()] < EMO-'- EMZ

Montrer alors que f' est bornée. On pose M; = sup | f’(x)|

xeR
Montrer que M; < v2MyMo.

(Ind : on pourra étudier les variation de la fonction définie sur R}, par i — %Mg + gMz)

— Exercice 21.

Soit f : [a, b] — R une fonction continue strictement positive, dérivable sur |a, b|.

f'©
Montrer qu’il existe c €]a, b| tel que f(b) = f(a)e(b_a) J@,
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—{ Exercice 22. D

Soit f : R — R une fonction dérivable, telle que Vx € R; f(x) f'(x) = 0.
Montrer que f~!(R*) est un intervalle de R.
Ind : considérer la fonction g : x — f2(x).

~—{ Exercice 23. N

Soit f de classe €' sur R, telle que xlirP xf'(x)=1.
—+00
Montrer que XEEI f(x) = +o0.

—{ Exercice 24. D

Soit f de classe ¢ sur R, telle que xgglw(f(x) + f’(x)) =0
Montrer que lim f'(x) = lim f(x)=0.
X—+00 X—+00

Ind : considérer la fonction x — f(x)e*.

— Exercice 25. 5

Soit f: [0, Z] — R définie par: f(x) = sin(x) + x
Montrer que f réalise une bijection de [0, 7] sur un intervalle J a préciser.
Montrer que f~! est continue sur J.
Montrer que f~! est dérivable en 0.
Démontrer que f~! est dérivable sur J.

— Exercice 26. N\

Soit f : R — R la fonction définie par: f(x) = tan(x)

Justifier que f est de classe €*°.

P N _ f(n) (0)
our n € N, on pose a, = Al

n
Montrer que pour toutn=1, (n+1)a,+1 = Z ayQp—k-
k=0
(Ind : utiliser la formule de Leibniz )
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—{ Exercice 27.

Soit f : [a, b] — R continue dérivable sur [a, b].
Dans cette question on suppose que f’(a) f'(b) <O0.
Monter que f n’est pas strictement monotone.
En déduire que f n’est pas injective.
Démontrer qu'il existe c € [a, b] tel que f'(c) = 0.
Montrer que si y est un réel compris entre f'(a) et f/(b) alors il existe ¢ € [a, b] tel que f'(c) = y.
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