C.P.G.E KHOURIBGA
CENTRE IBN ABDOUN

SERIE n°22

2014/2015

Déterminants

— Exercice 1.

Soit

o= 1 2 3 4 5 6 7 cs
54231879 6) >
Décomposer o en un produit de transpositions

Calculer la signature de o
3.] Calculer o2 et o~!.Quelles sont leurs signatures ?

Iﬂﬂ
—_——

— Exercice 2.

Pour o € §;;, on pose (o) = H M
l<i<jsn i—J

Montrer que pour tout o € S;, (o) = +1.

Soient g,a’ € S,,, montrer que 7(go’) = (o) (d").

Montrer que si T € S, est une transposition alors 7(7) = —

En déduire que I'application o — 7 (o) coincide avec la signature.

— Exercice 3.

Calculer et factoriser les déterminants suivants :

a a a a a ¢ ¢ b
a b b b c a b c
a b ¢c c|’ |c b a c
a b c d b ¢ ¢ a

— Exercice 4.

Calculer le déterminant suivant :

a ay as an
a a a
a a a as
: ay
a a a
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C.P.G.E KHOURIBGA

CENTRE IBN ABDOUN SERIE n°22 2014/2015
,—(Exercice 5 (Déterminant circulant).} N
] 2in
Soit (ay,...,a,) eC" etw=en» .On pose
a) az dasz an
an a ap an-1
A=|4-1 an a1 ap-2
a as an a)
1 1 1 1
1 w w? w1
=1 &? w* W=D
1 w*! 2D wn-Dn-1)
n
Calculer AQ en fonctionde w et P = Z aka_l.
k=1
n—1
En déduire que det A= [| P(w")
k=0
Pour a € C, on pose
1 a a? a1
a,n—l 1 a an—z
B= an72 anfl 1 an—s
a a? a1 1
Montrer que detB = (1—a”)"".

Exercice 6.

Soit A € /4, (C) antisymétrique.Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible

~—{ Exercice 7.

dim E est paire

que f2+idg=0

Soit E un R ev de dimension finie.On suppose qu'il existe f € £ (E) tel que f2 + idg = 0.Démontrer que

Donner un exemple de C ev vectoriel de dimension finie impaire , qui possede un endomorphisme f tel
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— Exercice 8.

Pour n =1, on pose

0 1 1
Ap=|
S
-1 -1 0
Calculer A; et Ay
Montrer que pour toutn =1,
Apy2=Ap

En déduire une expression de A, en fonction de n.

Pour n =1, on pose

0 1 1
1
D, =
1
1 ... 1 0

Calculer D; et D».
Montrer que, pour toutn =1, Dy,.o =-2D,11 — Dy,
En déduire une expression de D, en fonction de 7.

— Exercice 9.

Déterminant de Vandermonde :

Définition 0.1 Soit (x1,..., X,) € K", on appelle déterminent de Vandermonde, et on note V (xy, ..., x,,) I'élément
deK défini par :

1 x xf x{l’l

1 x x5 xp!
V(XI,---,Xn) = o o

1 x, x2 x1

Montrer que V (x1,..,x,) = [ (xj—x3)

Exercice 10.

Soit A € #,(C) telle que A=A, montrer que det A € R
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—{ Exercice 11.

Soit E un K ev de dimension n, 28 une base de E.
Soient o € S, et f 'endomorphisme de E défini par :

Vie{l,...n}, f(e)=eqsu

Déterminer la matrice de f dans la base &

Calculer det A

—{ Exercice 12.

Soit E un K ev de dimension finie. s une symétrie de E
Montrer que det s = (—1)dimker(s+ide)) ot que
trs = dim(ker(s — idg)) — dim(ker(s + idEg))

Soit ¢ 'endomorphisme de .#;,(K) défini par ¢p(A) = ! A, calculer det¢

~—{ Exercice 13.

Soient n e N* et A, B € 4, (R) tells que AB = BA.
Montrer que det(A% + B?) >0
Indication : remarquer que dans .4, (C) , A2+ B%2=(A+iB)(A-iB)

~—{ Exercice 14.

Soient E un K ev de dimension n, vy, ..., v, € E, f € Z(E) et 8 une base de E. démontrer que

n
> dg%t(vl,...,f(vj),..., vy) = trfdggt(vl, o Un)
=1

— Exercice 15.

Soientn=2et Ae 4,(C) telque VM € 4, (C) , det(A+ M) = det A+ det M, montrer que A=0
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—{ Exercice 16.

D’apres CCP
Soient xy, ..., X, y1,..., ¥n des complexes.
Déterminer la valeur du déterminant :

1+x1)1 X1)2 X1Yn
X2)1 1+x2)0 ... X2Vn
Xn)1 o I+xpyn

— Exercice 17.

Soient A,B,C,D, A',B',C', D' € .,(KK), montrer que
A B\(A" B
(C D)(C’ D’):
AA'+BC' AB'+BD'
(CA’ +DC'" CB'+ DD’)

. . I 0
Calculer le déterminant des deux matrices ( nooon

A B . . .
0, D) et (On In) en fonction des déterminants des ma-

trices A et D.

Calculer le déterminant de A B
0, D

I 0 A B
Indication : on pourra calculer le produit | " "
0p, DJ\0n In

Supposons de plus A inversible et AC = CA, et posons M = (A B)

C D
Calculer le produit

I, 0)(A B
A 'c 1,)\0, D-A"'CB

detM = det(AD - CB)

En déduire que

Exercice 18.

Densité de GL,(C)
Soit A€ 4, (C).
Montrer qu'il existe ¢ >0 telque Vxe Ravec0< |x| <&, A+ xI, € GL,(C)
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—{ Exercice 19. D

Soit A € A, (K).
Montrer que det(comA) = (det A)" 1.

Montrer que sirg A = n, alors rg(comA) = n.
Montrer que sirg A < n—2, alors comA = 0.
Montrer que sirg A= n — 1, alors rg(comA) = 1.

~—{ Exercice 20. N

Soit A € 4, (K), pour A € K, on note par y 4(A) le déterminant y 4 (1) = det(A— AI,).

Justifier que y 4 est une fonction polynomial de degré n.
x4 est appelé le polyndme caractéristique de A.

Montrer que si, A, B € #,(KK) sont semblables; alors y 4 = 5.
Onpose ya=ay X" +ap1 X" 1 +...+ a1 X + ao.

Dans cette question, on suppose que n = 2.
Montrer que y4 = X? — tr(A) X +det A.

Montrer que a, = (-1)", an_1 = (=1)""1tr(A) et ap = det A.

Cas d’'une matrice nilpotente : Calculer y 4 dans le cas o1 la matrice A est nilpotente.

~—{ Exercice 21. N

Soient A et B deux matrices de .4, (R) semblables dans .#,,(C), et Q un élément de GL,(C) tel que A= QBQ L.

Montrer qu'’ils existent deux matrices R, S € .4, (R), telles que Q = R+ iS, et que pour tout z € C, A(R +
z8S) = (R+ zS)B.

Pour z € C, on pose p(z) = det(Q + zR).
Montrer que p est un polynéme en z non nul.

En déduire qu’il existe un réel a, tel que p(a) # 0.
Montrer que les deux matrices A et B sont semblables dans .4, (R).
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