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Espaces vectoriels de dimension finie

— Exercice 1.

Soient xg, x1,..., X, € K deux a deux distincts (n = 1). Notons 98 = (eg, ey, ...,€e,) la base canonique de K+
(eg =(1,0,...,0),e; =(0,1,...,0),...).
On considere I'application ¢ : K, [ X] — K"*! définie par ¢(P) = (P(xg), P(x1), ..., P(xp)).

Justifier que f est une application linéaire.
Déterminer ker ¢, en déduire que ¢ est un isomorphisme.

Montrer que pour tout i € {0,...,n}, il existe un unique polyndéme L; € K, [X] tel que ¢(L;) = e¢;. On
déterminera une expression de L;.
Les L; s’appellent les polyndme de Lagrange.

Justifier que L:= (L;)o<i<n €st une base de K ,[X].
Calculer les coordonnées d’'un polynéme P € K,[X] dans la base L.

— Exercice 2.

Soient A1,...,A, € K deux & deux distincts, pour 1 < i < n, on note v; le vecteur v; = (A:"},...,A/"1) élément de
K”.

Montrer de deux facons, que la famille (v;),<;<;, est une base de K”.

Ind : polynéme, interpolation...

~—{ Exercice 3.

Soit E un ev de dimension 7. F et G deux sev de E.
Montrer que si dim F + dim G > n alors F N G # {0}

~—{ Exercice 4.

Soit f:R3 — R3 définie par f(x,y,2) = (X—y,z—},X—¥)
Montrer que f € £ (R3)

Déterminer une base du ker f et une base de Im f. Vérifier que ker f et Im f ne forme pas une somme
directe.

—{ Exercice 5.

Soit Eun K ev, Ej,.. Er des sous espaces vectoriels de dlmensmn finie de E.

Montrer que la somme Z E; est directe si, et seulement si, dlm(z E;) = Z dim E;.
i=1 i=1 i=1
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~—{ Exercice 6. N

Soit a € K. Montrer que la famille ((X — a)i)OSiSVl est une base de K, [X].
Donner les composantes de P € K, [X] dans cette base.

— Exercice 7. 5

Soit E un ev de dimension 7, f un endomorphisme de E. Montrer que rg f" = rg f"*!.

— Exercice 8. N

Soit E en ev de dimension finie, f et g deux endomorphisme de E tels que E =Im f +Img = ker f + kerg.
Montrer que ces sommes sont directes.

— Exercice 9. N

Soit E un ev de dimension finie et soit f € £ (E). Pour n €N on pose :
K,=kerf"etI,=Im f"

Montrer que la suite (K;); est croissante et que (I,,); est décroissante au sens de I'inclusion.

Montrer que ces deux suites sont stationnaires et que si p = min{i/ K; = K;41} alors p =min{i/ I; = I; 1}

Montrer que E= K, @ I,

Montrer que f(Ip) < I, et que 'endomorphisme induit par f sur I, est un automorphisme.

~—{ Exercice 10. )

Soient a et b deux nombres complexes.On considere I’espace vectoriel E des suites complexes vérifiant la rela-
tion de récurrence :

o
VrneN" upy =au,+bu,—

Déterminer dim E
Considérer I'application f: E — €2 définie par f((un)n) = (up, u1)

Exercice 11.

Soit fe £ (R3) tel que
f3=-f.Montrer que R® =ker f & Im f
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— Exercice 12. N\
Soit E un ev de dimension n. Soient f ,g € Z(E) tels que f + g est injectif et Img c ker f
Montrer que rg(f)+rg(g) =n
En déduire que ker f = Img

Exercice 13.

Soit E un C ev de dimension n. Montrer que E est de dimension 27 en tant que R espace vectoriel.

f™(x)=0.
Montrer qu’il existe n € N, tel que f"* =0

Exercice 15.

Soit E un ev de dimension finie.

Exercice 14.
Soit E un ev de dimension finie et f € £ (E). On suppose que pour tout x € E, il existe un entier n, € N tel que }
Montrer qu’il existe f € Z(E) tel que ker f = Imf si, et seulement si, E est de dimension paire. ]

~—{ Exercice 16. N

Soit E un ev de dimension finie n. et f,g € Z(E) Montrer que
lrg(-rg@l=rg(f+g =rg(f)+rg(g

— Exercice 17. N

Soit E un ev de dimension finie n. et f,g € £ (E) Montrer que
rg(f)+rg(g) =rg(f+g) si, etseulementsi, ImfnImg={0}etkerf+kerg=E
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—{ Exercice 18.

Soit E un ev de dimension 7 ,et f € Z(E) telque f"=0et f"" 1 #0
Montrer qu'il existe xg € E tel que (xg, f(xo), ..., f"*~!(xp)) soit une base de E
Onpose H={ge L(E), gf=fg
Montrer que H est une sous-algebre de £ (E)

Montrer que dim H = n.

Ind : Montrer que (Id, f, ..., f*~1) est une base de H

~—{ Exercice 19.

Soient xy, ..., x; € K deux a deux distincts.

i=0

1 n
Montrer qu’ils existent Ay, ..., 1, € K tel que pour tour P € K,[X], f P(t)dt= Z AiP(x;).
0

~—{ Exercice 20.

dimension n—2

Soit E un ev de dimension n = 2.Montrer que l'intersection de deux hyperplans distincts de E est un sev de

— Exercice 21.

Soit E un ev de dimension n et f € Z(E) derang 1.
Montrer qu’ils existent g€ E* et a€ Etelque Vx€ E f(x) = g(x)a
En déduire qu'il existe A € K tel que f2 = Af

— Exercice 22.

Soient E un ev de dimension finie, f et g deux formes linéaires non nulles sur E.
Montrer que ker f = ker g si, et seulement si, la famille (f, g) est liée.

Exercice 23.

Soient E un K ev de dimension n =1 et F un sev de E distinct de E de dimension d.

Montrer que F est l'intersection de n — d hyperplans de E
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—{ Exercice 24. D

Soient E un K ev de dimension finie et f € £ (E) Montrer que :

kerf=Imf & f?=0 et dimE=2rg(f)

— Exercice 25. N

Soient EunK ev, Funsevde E et f € Z(E)
Montrer que si F c f(F) et F de dimension finie alors f(F) = F

Le résultat reste t-il vrai si F n’est pas de dimension finie ?

f—(Exercice 26 (Théoreme de Maschke).] N\

Soit E un C ev de dimension finie.

Soit u un endomorphisme de E et p un projecteur de E.
Montrer que ©o p = po u si, et seulement si, ker p et Im p sont stable par u.

Soit G un sous groupe fini de GL(E), F un sev de E stable par tous les éléments de G et p un projecteur

1
de E d’'image F. On pose g = G Y gopog™h.
geG

Montrer que que pour tout g€ G; gog=¢qog.
Montrer que g est un projecteur d’'image F.

Conclure que F admet un supplémentaire stable par tous les éléments de G.
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