
C.P.G.E KHOURIBGA

CENTRE IBN ABDOUN SÉRIE no21 2014/2015

Intégration
I) Intégration sur un segment

�� ��1. Pour n ∈N∗ ,
soit fn : [0,1] →R définie par :

fn(x) =
{

p2

n2 si x ∈ [ p−1
n , p

n [;1 ≤ p ≤ n
1 si x = 1

Montrer que fn est en escalier sur [0,1], et calculer
∫ 1

0
fn�� ��2. En déduire que

∫ 1

0
x2d x = 1

3

Exercice 1.

�� ��1. Soient f , g : [a,b] →R continues par morceaux, montrer que :

(∫ b

a
f g

)2

≤
(∫ b

a
f 2

)(∫ b

a
g 2

)
�� ��2. Soient f , g : [a,b] →C, continues par morceaux, montrer que :

(∣∣∣∣∫ b

a
f̄ g

∣∣∣∣)2

≤
(∫ b

a
| f |2

)(∫ b

a
|g |2

)
�� ��3. Étudier le cas d’égalité dans 1. pour les fonctions continues.

Exercice 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Soit f : [a,b] →R de classe C 1 tel que f (a) = 0 (a < b). Montrer que∫ b

a
f 2 ≤ (b −a)2

2

∫ b

a
f ′2

Exercice 3.

Soit f : [a,b] →R continue, telle que , pour toute fonction g en escalier sur [a,b] ,
∫ b

a
f g = 0. Montrer que f = 0

Exercice 4.
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Soit f : [0,1] →R telle que
∫ 1

0
f = 1

2
. Montrer que f admet au moins un point fixe dans ]0,1[

Exercice 5.

Calculer les intégrales : ∫ 1

0
max(2,e t )d t ,

∫ n

0
e[t ]d t , n ≥ 2

Exercice 6.

Calculer des primitives des fonctions suivantes :�� ��1. x 7→ xp
x2+x+1�� ��2. x 7→ sin x

1+sin x�� ��3. x 7→ ex+ex�� ��4. x 7→ arctan x

Exercice 7.

Soit f : [a,b] →R de classe C 1. Montrer que

lim
n→+∞

∫ b

a
f (t )sin(nt )d t = 0

Montrer le résultat si f est continue par morceaux sur [a,b]

Exercice 8 (Lemme de Riemann-Lebesgue).

Soit f : [a,b] →C continue par morceaux . Montrer que

lim
x→+∞

∫ b

a
f (t )e i xt d t = 0

Indication : commencer par le cas où f est en escalier, puis ...

Exercice 9 (Lemme de Riemann-Lebesgue).
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Soit f : [a,b] →R continue. Montrer que∣∣∣∣∫ b

a
f

∣∣∣∣= ∫ b

a
| f |⇔ f ≤ 0 ou f ≥ 0

Exercice 10.

Pour n ∈N, on pose In =
∫ π

2

0
sinn xd x�� ��1. Montrer que In =

∫ π
2

0
cosn xd x�� ��2. Montrer que (In)n est une suite décroissante, en déduire qu’elle est convergente�� ��3. Montrer que In+2 = n+1

n+2 In�� ��4. En déduire que I2p = (2p)!
22p (p !)2

π
2 et

I2p+1 = 22p (p !)2

(2p+1)!�� ��5. En calculant le produit I2p I2p+1 déduire un équivalent simple de In

Exercice 11 (Intégrales de Wallis).

Soit f : [a,b] →R telle que ∀x ∈ [a,b] ,
f (a +b −x) = f (x)�� ��1. Montrer que∫ b

a
x f (x)d x = a +b

2

∫ b

a
f (x)d x�� ��2. En déduire I =

∫ π

0

x

1+ sin x
d x

Exercice 12.

Calculer les limites des sommes suivants :�� ��1.
n∑

k=1

np
2k

n�� ��2.
n∑

k=1

n +k

n2 +k2�� ��3.
n∑

k=1
sin

1

n +k

Exercice 13.
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Calculer la limite de :

un = n

√
n∏

k=1
(1+ k2

n2 )

Exercice 14.

II) Intégrales généralisées

Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?�� ��1.
∫ 1

0
ln td t�� ��2.

∫ +∞

0
e−t 2

d t�� ��3.
∫ +∞

0
t sin te−t d t�� ��4.

∫ +∞

2

1

t ln t
d t�� ��5.

∫ 1

0
cos2(

1

t
)d t

�� ��6.
∫ 1

0

1

1−p
t

d t

�� ��7.
∫ +∞

1
e−

p
t d t

�� ��8.
∫ +∞

1
e−

p
ln t d t

�� ��9.
∫ π

2

0

1

sinα t
d t

Exercice 15.

Discuter, suivant la valeur des paramètres ,la convergence des intégrales suivantes :�� ��1.
∫ +∞

0

arctan t

tα
, α> 0�� ��2.

∫ +∞

0

t ln t

(1+ t 2)α
, α ∈R�� ��3.

∫ +∞

2

1

tα lnβ t
d t

Exercice 16.

Justifier la convergence et calculer les intégrales suivantes :∫ 1

0

ln tp
1− t

d t ,
∫ +∞

0
te−

p
t d t

Exercice 17.
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Soit λ un réel vérifiant 2λ>−1�� ��1. Montrer que pour tout réel x,la fonction θ→ e−i x cosθ sin2λθ est intégrable sur l’intervalle ]0,π[ , on pose

fλ(x) =
∫ π

0
e−i x cosθ sin2λθdθ�� ��2. Montrer que pour tout réel x,

fλ(x) = 2
∫ π

2

0
cos(x cosθ)sin2λ(θ)dθ

Exercice 18 (D’après CNC 2012).

�� ��1. Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale
∫ +∞

x

e−t

t
d t converge

Pour x > 0, on pose F (x) =
∫ +∞

x

e−t

t
d t�� ��2. Montrer que F est de classe C 1 sur ]0,+∞[, et calculer F ′�� ��3. Calculer lim

x→0+
F (x) et lim

x→+∞F (x)�� ��4.
�� ��4.1 Montrer qu’elle existe une constante C telle que, ∀x ∈]0,1]∣∣∣∣∫ 1

x

e−t

t
d t + ln t

∣∣∣∣≤C

�� ��4.2 En déduire que F (x) ∼0+ − ln x�� ��5.
�� ��5.1 Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale

∫ +∞

x

e−t

t 2 d t est convergente�� ��5.2 Montrer que pour tout x > 0 ,
∫ +∞

x

e−t

t 2 d t ≤ 1

x
F (x)�� ��5.3 À l’aide d’une intégration par partie , en déduire que

F (x) ∼+∞ e−x

x

Exercice 19.

Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
1

(x − i )2 d x est convergente et la calculer

Exercice 20.

Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
sin x sin

1

x2 d x converge

Exercice 21.
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�� ��1. Déterminer la nature , selon α ∈R, de l’intégrale
∫ 1

0

1

(1−cos x)α
d x�� ��2. Montrer que

∫ +∞

0

cos x

t
2
3

d x converge.

Exercice 22.

La fonction Γ d’Euler est définie , pour tout x > 0, par Γ(x) =
∫ +∞

0
t x−1e−t d t�� ��1. Montrer qu’elle est bien définie

Soit p un réel strictement positif�� ��2. Montrer que Γ(p +1) = pΓ(p)�� ��3. Justifier que Γ(p) > 0�� ��4. Montrer que Γ(p) = 2
∫ +∞

0
s2p−1e−s2

d s

Exercice 23 (D’après CNC 2012).

Étudier l’intégrabilité des fonctions suivantes :�� ��1. x 7→ cos x
1+x2 sur [0,+∞[�� ��2. x 7→ 1−ei x

x(1+x) sur ]0,+∞[�� ��3. x 7→ [x]
x2(1+x)

sur [2,+∞]�� ��4. x 7→ exz

1−ex sur ]0,+∞[, z ∈C

Exercice 24.

Soit f : [1,+∞[→ R continue. Montrer que si l’intégrale
∫ +∞

1
f (t )d t converge, alors il en est de même de∫ +∞

1

f (t )

t
d t

Exercice 25.

Soit f :R+ →R∗+ de classe C 1 telle que lim
x→+∞

f ′(x)

f (x)
= l < 0. Montrer que f et f ′ sont intégrables sur [0,+∞[

Exercice 26.
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