C.P.G.E KHOURIBGA
CENTRE IBN ABDOUN SERIE n°7 2014/2015

Limites et continuité

— Exercice 1.

Etudier les limites fonctions suivantes :
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—{ Exercice 2.

Etudier les limites a droite en 0 des fonctions suivantes : f : x — xﬁ[%]ei’c , 81X — x[%]

~—{ Exercice 3.

Ftudier les limites des fonctions suivantes en +oo : x — x[%] , 81 Xx— é [x]

— Exercice 4.

Montrer que les deux fonctions sin et cos n’admettent pas de limites en +oo.

— Exercice 5.

Soit f:R — C une fonction périodique, et admettant une limite en +co. Montrer que f est constante.

— Exercice 6.

Soient f, g: I — R deux fonctions continue, montrer que sup(f, g) et inf(f, g) sont continues sur I.

Exercice 7.

Soient f: R — R définie par f(x) =1si x € Q et f(x) =0 sinon.
Montrer que f est discontinue en tout point.
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Exercice 8.

Soienta,beR,(a<b),
f:la, bl — [a, b] continue. Montrer que f admet un point fixe.

~—{ Exercice 9.

Soit f: R — R continue et décroissante.
Montrer que f admet un point fixe.

~— Exercice 10.

Soit P un polynéme de degré impair.
Montrer que P admet au moins une racine dans R.

Exercice 11.

Soient I un intervalle de R, f : I — R continue telle que f(I) c Z.
Montrer que f est constante.

~— Exercice 12.

Soit f:R — R continue en 0 telle que, pour tout x € R; f(2x) = f(x).
Montrer que f est constante.

—{ Exercice 13.

Soit f, g : R — R telles que f possédant une limite finie en +oco, g périodique et f + g croissante.
Montrer que g posséde une limite en +oo
Montrer que g est constante.

— Exercice 14.
f(x)

Soit f:]0, +oo[— R croissante telle que x — —— est décroissante.
Montrer que f est continue.
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~—{ Exercice 15.

Soit f: R} — C continue et telle que xliIP (fx+1D-f(x)=0.
—+00
Le but de cet exercice et de montrer que xlim m =

—+00 X
Soit € > 0.

Montrer qu'il existe A>0tel que Vx = A, |f(x+1) - f(x)| < §.

Montrer que Ve N*, Vx = A,
|f(x+n) = f(x)| < ng.

Onpose M = sup |f].]Justifier la définition de M.
[4,A+1]

0.

Montrer que Vx = A,
If)l =M+ (x—A)5.

En déduire I'existence de A’ >0, telque Vx = A, | f(x)| < €|x|.

Conclure.

Soit f: R} — R continue telle que :
V(x,y) €R, flxy)=fx)+f(y)

Montrer que :
lim G = lim xf(x)=0
X—+oco Xx x—0t

—{ Exercice 16.

Soient f, g : [a, b] — R continues telles que Vx € [a, b] , g(x) < f(x).
Montrer qu’il existe a > 0, tel que Vx € [a, b] , @ + g(x) < f(x).

On suppose de plus que Vx € [a, b], g(x) >0, monter qu’il existe k > 1, tel que Vx € [a, b] , kg(x) < f(x).

~— Exercice 17.

Soient f, g:R— R avec f continue et g bornée.
Montrer que fo g et go f sont bornées.

Exercice 18.

Soit f : R — C continue tel que les deux limites lirp |f(x)] et lim |f(x)|existent et sont finies.
X—+00 X——00
Montrer que f est bornée.
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—{ Exercice 19.

On considere la fonction définie sur R par f(x) = sin% six #0et f(0)

Montrer que f n’est pas continue en 0.
Montrer que f(R) est un intervalle de R.

=0.

~— Exercice 20.

Soient f:[0,1] — R continue telle que f(0) = f(1) et n e N*.

Pour 0 < k< n-1onpose
ap=f&) - Fd.
n-1
Calculer ) ay.
k=0

Montrer qu’il existe c € [0,1 — %], tel que f(c) = f(c+ %)

— Exercice 21.

Soient f, g: [a, b] — R continues. Soit & la fonction définie sur R par :

h(t)= sup f(x)+1tg(x)

x€la,b]

Justifier la définition de .

Montrer que h est continue.
(Ind : montrer que & est Lipschitzienne )

—{ Exercice 22.

Montrer que f=1ou f=-1

Soient I un intervalle de Ret f: I — R continue telle que Vxe I, |f(x)| = 1.

~—{ Exercice 23.

Soit f : [0, +oo[— R continue et ayant une limite € R en +co.
Montrer que f prend toute valeur comprise entre f(0) et [ (I exclu).

—{ Exercice 24.

Trouver toutes les fonctions continues f: [0,1] — Rtel que Vx € [0,1],

f(x?) = f(x)
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Exercice 25.

Soit f : R — R croissante telle que Vx e R, f(f(x)) = x.
Montrer que Vx eR, f(x) = x.

~—{ Exercice 26. N

Soit f : R — R une fonction.
On dit que f est localement croissante si Vx € R, 3¢ > 0 tel que f)x—¢ x+¢[ €St Croissante.
Montrer que si f est localement croissante alors elle est croissante.

— Exercice 27. N

Soit f : R — R non identiquement nulle,continue en 0 et telle que

V(x,y) ER?, fx+y)=fx)+f(y)

Montrer que f(0) = 0.

Montrer que f est continue sur R.
Montrer que Vrne Z, f(n)=nf(1).
Montrer que Vr € Q, f(r)=rf(1)
Montrer que f = f(1) Idg.

Exercice 28.

Soient f, g :[0,1] — [0,1] continues telles que go f = fo g.
Monter qu'il existe c € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

~—{ Exercice 29. )

pour n € N*, soit f,, : R — R définie par f,,(x) = x" +x" 1+ ...+ x—1.

Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique x, € Ry tel que f;,(x,) = 0.

Montrer que la suite (x,), converge vers %
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