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Corrigé

Controle (Algebre 4)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Soit E un espace vectoriel et u € £ (E).

1= On désigne par K[u] I'ensemble des endomorphismes de E polyndme en u c’est-a-dire
K[ul = {P(w) /P e K[X]}. [ )
1= On désinge par € (¢) 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u c’est-
a-dire € (u) ={ve Z(E) luv =vu}.

@ ’

Questions de cours

Exercice 1 Soit E un espace vectoriel de dimension 7 et p un projecteur de E i.e p* = p.

Le polyndme X2 — X = (X —1) X est annulateur de p. Puisque X A (X —1) = 1, par le Lemme des
noyaux,onaE = ker(p2 —p) =ker(p—1Idg) e ker p.

Cours

Soit x € ker(p —1Idg), donc p(x) — x = 0, par suite x = p(x) € Im p. D'ot ker(p —Idg) S Im p.
Soit x € Im p, alors il existe ¢ € E tel que x = p(£), et on a donc (p —Idg) (x) = p(x) — x = p?(t) —
p(t) =0. Donc x € ker(p —Idg). Il en résulte alors que ker(p —Idg) = Im p.

Notons r =rgp, de sorte que r = dimIm p. Soit 88 = (ey, ..., €, €r+1,..., €,) une base de E adap-
tée ala somme E = Im p @ ker p c’est-a-dire (ey, ..., e;) est une base de Im p et (e;41,...,e,) est
une base de kerp. Pour 1 <i <r,ona p(e;) =e; carImp =ker(p—Idg), etpour r+1 <i < n,
on a p(e;) =0 car e; € ker p. La matrice de p dans la base 28 est alors de la forme

I, 0
Mz (p) = (O 0)

Ou I, désigne la matrice identité d’ordre r. Il vient alors que trp = r =g p.

1 1 1
Exercice 2 Soit Ala matrice A= (0 2 —2).
0 1 -1
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1-X 1 1
2-X -2
XA = 0 2-X -2 :(1—X)’ ] —l—X’
0 1 -1-X
= 1-X)(2-X(-1-X)+2)=-X(1-X)?
En particulier Sp(A) = {0, 1}.
Les sous espaces propres de A:

Le sous espace propre de A associé a la valeur propre 0 :

X x+y+z = 0
X=|y|leE(A e 2y-2z = 0 ©y=zetx=-y—-z=-2z.Donc

z y—z =0

-2
Ey(A) :Vect(( 1 ))
1

Le sous espace propre de A associé a la valeur propre 1 :

b X+y+z X
X=|y|€eE(A) e 2y-2z

y ©y+z=0ety—-2z< y=2z=0.Donc
z y—z = z

1
E1(A) = Vect ((0))
0

PROBLEME

Dans tout le probleme E un espace vectoriel de dimension 7 et # un endomorphisme de E.

Premiére partie :
Généralités

OnaOu=u0donc0e € (u).Soient v,we€(u) et LelK.Ona
wW+Awu=vu+Awu=uv+Auw=u(v+Aw)

Donc v+ Aw € € (u). Ainsi € (u) est un sous espace vectoriel de Z(E).
Soit v, we €(u). Ona

(vwu=v(wu)=vuw) =vuyw=(uv)w=u(vw)

Donc vw € 6 (u). Finalement, Idg u = uldg implique Idg € € (u). Ceci montre que € (u) est une
sous algebre de Z(E).

Pour P =0 (le polyndme nulle) on a P(u) =0, donc 0 € K[u].
Soit P(u), Q(u) e K[u] et A € K (Notons que BQ € K[X]).Ona

P(u)+2Q(w) = (P+21Q)(u) e K[u]
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Donc K[u] est un sous espace vectoriel de £ (E).
Soit P(u), Q(u) € K[u], on a
P(u)Q(u) = (PQ) (u) e K[X]

Pour P =1,0na P(u) =1dg, donc Idg € K [u].

On en déduit alors que K[u] est une sous algebre de £ (E).

m
Soit P(u) € K[u] avec P € K[X]. Posons P = " ap X*.
k=0
Ona

=uP(u)

m m m
Pwu=|Y auf|lu=Y au*' =u| Y aru*
k=0 k=0

k=0
Donc P(u) e €(u). D'ou K[u] €6 (E).

Soit P;(u) € K[u] avec P; € K[X]. D’aprés le théoreme de la division euclidienne de P; par le
polynoéme caractéristique y, il existe un couple de polyndmes (Q, R) € K[X]? tel que

P1=Qyyu+Ret degR<degy,-1=n-1

On adonc P; (1) = Q(u) x (1) + R(u), en combinant ce qui préceéde avec le théoreme de Cayley-
Hamilton, on obtient P; (1) = R(u) € {P(u) / P € K,,_1[X]}. Clairement {P(u) / P K,_1[X]} €
K[u]. Il en résulte alors que K[u] = {P(u) / P e K,—1[X]}.

Deuxieéme partie :
Cas o1 u admet n valeurs propres distinctes

On suppose dans cette partie que u admet n valeurs propres deux a deux distinctes Ag,...,A,.
Pour 1 < i < n, notons e; un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;.

Comme 2 = (e, ..., e,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux
a deux distinctes, il est donc libre. Puisque le nombre d’éléments de 28 est égale a la dimension
de E, il s’agit alors d'une base de E.

Puisque deg y,, = n etadmet n racines distinctes, y, est scindé aracines simples. Pour1 <i < n,
onal=dimE,,(u) <1=m,, il vient alors que dim Ej, () = 1. Puisque e; est un vecteur non
nul de Ey, (1), il en résulte que Ey, (1) = Vect(e;).

Pourtout1 <i<n,ona u(e;) =Aje;, donc g (u) est diagonale, plus précisément,

A 0 ... 0
0 Ay ... 0
Ma(u) = )
0 0 ... Ay

Ona u(v(e;) = v(ule;)) = v(die;) = Ajv(e;), donc v(e;) € Ey, ().

Pour1=<i=<n,onv(e)€ E), (u) et Ey, (u) = Vect(e;), donc v(e;) € Vect(e;), il existe alors a; € K
tel que v(e;) = a;e;.

Pour 1<i < n, onpose

(X = Ag)
L;: =
’ ,Elm,—m
k#i
n /’l_/l n
(104]) Soit1=i=n Lidn=[] 2= —]1=1
i1 A=Ak
k#i k#i
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w2

X-Aj 2 (X-Ap)

10.2| Soit1<i,j<n,aveci# j.Danscecasonal; = .Donc
/ ! iAo Ai—Ag)
k#i
k#j
Ai—=A; B (Ai—Ag)
L) ==L [[ ZE—===
Ai=Aj 2y Ai =)
k#i
k#j
n
Soit L le polynome défini par L= ) ajL.
n k:1n
L) =) axLiA) = a;Li(A)+ Y arLk(A;). Notons que Li(A;) = 0si k # i, et donc
k=1 k=1,k#i
n
Y arLig(Ay) =0. Par suite L(A;) = a;L;(A;) = a;.

k=1,k#i

Soit 1 < i < n. Puisque e; est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;, on a donc
L(u)(e;) = L(A;)e; etonaussi L(A;) = a;. D'ou L(u)(e;) = L(A;)e; = aje;.

D’apres ce qui précede pour tout 1 <i < n, on a L(u)(e;) = aje; = v(e;). Puisque (ey,...,en)
forme une base de E, il vient que L(u) = v.

D’apres le résultat de la question 3, On a K[u] € € (u).
Réciproquement, si v € € (u), d’apres le résultat de la question précédente, il existe un po-
lyndéme L tel que v = L(u), donc v € K[u]. Ou encore 6 (u) < K[u]. On en déduit alors que
€ (1) =Klul.

N T »
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