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Avant-propos

Ce cahier-cours (version %-cours) est destiné aux étudiants de premiére année
du master mathématiques appliquées et ingénierie de ’enseignement de I'école
normale supérieure de Meknes. Il propose un cours non complet (sans démons-
trations) de I'algebre de base.
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Chapitre 1

Modules sur anneau principal

1.1 Anneaux et morphismes

,—[Déﬁnition 1.1 }

Un anneau est un triplet (A, +, x) vérifiant :

o (A, +) est un groupe abélien (de neutreQ ).

o La multiplication x est associative c’est a dire pour tous a,b,c € A,
a(be) = (ab)c.

o La multiplication x est distributive par rapport a l'addition + c’est
a dire; pour tous a,b,c€ A, (a+b)xc=axc+bxcetax(b+c)=
axb+axc.

Lanneau A est dit unitaire si x admet un élément neutre appelé unité
etsenotelpoul.

Lanneau A est dit commutatif si la multiplication x est commutative.

Notation : Si a, b € A, I'’élément a x b sera noter ab.
Dans ce qui suit on ne considere que les anneaux commutatifs unitaires, ainsi
par anneau on désigne un anneau commutatif unitaire.
Soit (A;)ier une famille d’anneaux. On muni le produit cartésien [[;¢c A; des deux
lois :
(xX1)ier + (Vi)ier = (Xi + yidier, (Xi)ier(Vi)ier = (XiYi)ier

Alors (IT;er Ai, +, x) est un anneau (commutatif unitaire) dit anneau produit di-
rect des anneaux A;, i € I.
Un anneau trivial est un anneau réduit a un singleton, dans ce cas 1 = 0.
Un cas particulier: Si Ay, ..., A, sont des anneaux commutatifs unitaires alors

l’.'il A; = A x...x Ay, est un anneau commutatif.



1.1 Anneaux et morphismes

Soit A un anneau et a € A. On dit que a est inversible s’il existe b € B tel que
ab = 1. Si c’est le cas I'élément b est unique et se note a~'. Lensemble des é1é-
ments inversibles de A se note A* ou U(A) appelé groupe des unités. On vérifie
facilement que A* est un groupe (muni de la multiplication).

Définition 1.2.}

Un anneau A est dit integre si
1. Anontrivial 1 #0),

2. Pourtousx,ye A, xy=0=x=00uy=0.

Exemples :

Définition 1.3.}

Un corps est un anneau A tel que
1. Anontrivial 1 #0),
2. A* = A\{0}.

Remarque: Un corps est un anneau non trivial dans lequel tout élément non
nul est inversible.
Si A est un corps alors il est integre.

Exemples :
1. R, Q et C sont des corps.

2. R(X) est un corps.

Définition 1.4.}

Soit A un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous anneau
de A si (B, +) est un sous groupe de (A,+), B stable par la multiplica-
tionetl € B.
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

Exemple: Z estun sousanneau de R.

n
Z[X]:= {Z aka IneN,ay € Z} est un sous anneau de R[X].
k=0

Définition 1.5.}

Soit A, B deux anneaux et f : A— B une application. On dit que [ est
un morphisme d'anneaux si : pour toutx,y € A, f(x+y) = f(x)+ f(y)
) =fX)f() et f(1)=1.

Si f: A— Bestun morphisme d’anneaux alors f(0) =0, f(x—y) = f(x)— f(y) et
si de plus x est un élément inversible de A alors f(x) est aussi inversible dans B.
Un morphisme d’anneaux f : A — B estunisomorphisme si de plus il est bijectif.
Deux anneaux sont isomorphes, lorsqu’il existe un isomorphisme entre eux.

1.2 Idéaux

,-[Déﬁnition 2.1.} \

Soit A un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal de A
si;

1. I estun sous groupede (A, +),

2. Vae A,Vxel,axel.

Remarque:
1. {0} et A sont desidéauxde A.
2. SiIestunidéal de A contenant un élément inversible alors I = A.

3. Un anneau A (non trivial) est un corps si et seulement si ses seuls idéaux
sont {0} et A.

[Proposition 2.2.]

Soit A un anneau.
— Silet] sontdesidéauxdeAalorsI+]:={x+y/ (x,y)elx ]}
est un idéal de A appelé la sommede et ].
— Si(Iy)qer estune famille d’idéaux de A alors Nger 1, est un idéal
de A, autrement dit une intersection quelconque d’idéaux de A
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1.2 Idéaux

est un idéal de A.

DEmMONSLration  .........c.iiiiiit it e
Soit S une partie de A. Lintersection de tous les idéaux de A contenant S est
appelé I'idéal engendré par S et se note (S). Ainsi

®= N I

IidéaloS

[Proposition 2.3.]

Soit A un anneau et S une partie non vide de A.
m
— (8 ={)_aisi/ m=1, ai€ A ;s;€S}
i=1
— (@) ={0}.

DEMONSIIraAtioN & ... .o

n
Remarque: SiS=/{sy,...,s,}, alors(S) = {Z a;s; | a; € A}il se note aussi (sy,..., ;).
i=1

,—[Déﬁnition 2.4.}

Soit A un anneau.

1. Soit1,] deux idéaux de A. Le produit de I et ] noté 1] est l'idéal
engendré par les éléments de la formeab ottac I etbe .

2. Soit (Ip)qer une famille d’idéaux. La somme des idéaux I, @ €
T, est l'idéal engendré par Uyer 1, on le note Z I,

ael’

\.

m
Les éléments de I sont de la forme Z aipbioules ai e Ietles by € J.
k=1
Les éléments de Z I, sont de la forme Z aq ou ay € I, sont tous nuls saut peut
ael ael
étre un nombre fini d’entre eux.
On définit d'une maniere analogue le produit d'un nombre fini d’'idéaux I,..., I,

comme étant I'idéal engendré par les éléments de la forme a; - -- a,, ot ay € If.
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

,-[Déﬁnition 2.5.} .

Soit A un anneau et I un idéal de A.

1. On dit que I est un idéal principal s'il est engendré par un élé-
ment, c'estadirel = (a), oitac€ A.

2. On dit que I est un idéal de type fini s’il est engendré par un
ensemble fini c’est a dire I = (ay, ..., a,) ot ay,...,a, € A.

Exemples :

1. Dansl’anneau Z[X], 'idéal I = {P € Z[X] / P(0) = 0} est principal. En effet
I=(X).

2. Silet J sont des idéaux de type fini alors I et I + J sont de type fini.

Définition 2.6.}

Un anneau est dit principal s'il est intégre et tous ses idéaux sont prin-
cipaux.

Soit I un idéal de A. Le groupe quotient A/I hérite d'une multiplication définie
de manieére unique de A qui en fait un anneau commutatif unitaire (x y = xy).
De plus l'application 7 : A — A/I définie par n(x) = x est un morphisme d’an-
neaux (surjectif).

[Proposition 2.7 J

Soit A un anneau et I un idéal de A. Le morphismen : A — All induit
une bijection entre les idéaux de Al et les idéaux de A contenant I.

DEmMONSIIAtION & ...ttt e e e s

[Proposition 2.8.]

Soit f: A— B un morphisme d'anneaux.

1. Si] estun idéal de B alors f~'(J) est un idéal de A. En particu-
lierker f est un idéal de A.

2. Imf est un sous anneau de B.

1. Il est dit quasi-principal si tous ses idéaux sont principaux (sans condition integre).
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1.3 Idéaux premiers et idéaux maximaux

DEMONSIIratiON & ... .o s

,—[Théoréme 2.9. (théoreme d’isomorphisme)}

Soit f : A— B un morphisme d’anneaux. Lapplication
f:Alker f —Imf, f(X) = f(x)

est (bien définie et c’est ) un isomorphisme

\.

DEMONSIIration & ... ... e s

1.3 Idéaux premiers et idéaux maximaux

,—{Déﬁnition 3.1.}

Soit A un anneau.
1. Unidéal P de A est dit premier siP # AetVx,ye A, xye P =
xePouyelP.

2. Unidéal M de A est dit maximal s'il nexiste pas d’idéal I de A
tel que M c I c A (inclusions strictes).

Lensemble des idéaux premiers de A s’appelle le spectre premier de A et se note
Spec(A) et celui des idéaux maximaux de A s’appelle le spectre maximal de A et
se note MaxSpec(A) ou Max(A).

Définition 3.2.}

Soit A un anneau.

1. Unidéal P est premier si et seulement si A/ P est intégre.

2. Unidéal M est maximal si et seulement si A/ M est un corps.

Démonstration :

[Proposition 3.3.]

1. Tout idéal maximal est premier.

2. Soit f : A— B un morphisme d’anneaux. Si P est un idéal pre-
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

mier de B alors f ~1(P) est un idéal premier de A.

DEmMONSIIAtION & ...ttt e e

Théoréme 3.4. (de Krull)}

Soit A un anneau non trivial c’est a dire A # 0, alors Max(A) # @. Au-
trement dit A contient au moins un idéal maximal.

DEeMONSIIatioN & ...t

Corollaire 3.5.

Soit A un anneau.
1. Toutidéal propre (i.e# A) de A est contenu dans un idéal maxi-
mal.

2. Sia € A est non inversible alors a appartient a un idéal maxi-
mal.

DEMONSLration & ........c..iiiuiiii ittt e
Remarque: Une conséquence immeédiate du Corollaire précédent est que

A* = A\ M )
MeMax(A)

1.4 Modules

,—[Déﬁnition 4.1.} \

Soit A un anneau commutatif. Un A-module ou module sur A est un
triplet (M, +,.) tel que;
1. (M, +) est un groupe abélien.
2. .:AxM — M, (a,m) — a.m est une loi externe sur M de base A
vérifiant les propriétés suivantes; pour tous a,b€ A, m,m' € M,
— a.m+m)=a.m+am’
— (a+b).m=a.m+b.m
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1.4 Modules

— (ab).m=a.(b.m)
— 1lm=m

Remarque: Les modules peuvent étre vus comme une généralisation des es-
paces vectoriels. En effet un K-module sur un corps commutatif K est tout sim-
plement un K-espace vectoriel.

Exemples :

1. Soit G un groupe abélien. Alors G est naturellement un Z-module ou1 la

“wn»

multiplication externe “.” est définie par Z x G — G, (n, g) — ng.
2. Si I estunidéal de A alors I est naturellement un A-module.
3. Si I estunidéal de A alors A/I est un A-module.

,—[Déﬁnition 4.2.}

Soient M et N deux A-modules et f : M — N une application. On dit
que [ est un morphisme de A-modules si, pour tous a€ A, m,m' € M ;

1. fim+m') = f(m)+ f(m).
2. f(am)=af(m).

Exemples :

1. Soit I un idéal de A. Lapplication s: A — A/I, x — s(x) = X est un mor-
phisme de A-modules.

2. Un morphismes de groupes abéliens est un morphisme de Z-modules.

Le composé de deux morphismes de A-modules est un morphisme de A-modules.
Lensemble de tous les morphismes de A-modules de M dans Nestun A-module,
ol pour f, g deux morphismes de A-modulesetae€ A, (f+g)(x) = f(x)+g(x) et
(af)(x) = af(x). On note Hom 4 (M, N) ou simplement Hom(M, N) le A-module
des morphismes de A-modules de M dans N.

Définition 4.3. (A-algébre)}

Soit A un anneau. Une A-algebre est un quadruplet (B, +, x,.) tels que;

1. (B,+, x) est un anneau,
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

2. (B,+,.) est un A-module,

3. alxy)=(ax)y=x(ay),Vae A x,y€B.

Exemples: Soit Aun anneau.
1. Aestnaturellement une Z-algeébre.
2. A[X] estune A-algébre.

3. Soit f: A— B un morphisme d’anneaux. Alors B est un A-module (a.b :=
f(a)b), plus précisément c’est une A-algebre.

,-[Déﬁnition 4.4.} \

Soit M un A-module et N une partie de M. On dit que N est un sous
module de M si;

1. N estun sous groupe de M,
2. Yae A,VYne N,ane N.

Remarque: Si N estunsous modulede M, alors N lui méme est un A-module.

Exemples :
1. SiIestunidéal de A, alors I est un sous module de A.

2. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Alors ker f est un sous mo-
dule de M et Imf est un sous module de N.

3. Sixe M, alors {ax /a € A} est un sous module de M et il se note Ax.

[Proposition 4.5.]

Soit M un A-module.

1. Si(Nj)jer est une famille de sous modules de M, alors Njc;N; est
un sous module de M.

2. Si N et N' sont des sous modules de M, alors N + N' est un sous
modulede M, ot N+ N' ={x+y/ xeN,ye N'}.

DEmMONSIIAtION & ...ttt et e e
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1.4 Modules

Soit M un A-module et N un sous module de M. Alors M/N est un groupe abé-
lien o1 'addition est définie par;

X+y=x+y,x,yeM
C’est aussi un A-module muni de la multiplication externe suivante;
ax=ax ,ac€ A xe M.

de plus I'application s : M — M/N définie par s(x) = x est un morphisme de
A-modules surjectif.

Théoréeme 4.6. (Théoreme d’isomorphisme)}

Soit f: M —»_M' un morphisme de A-modules. Alors f induit un iso-
morphisme f: M/N — Imf o f(%) = f(x).

DEMONSIIratiON & ... e s

Sous module engendré par une famille :

,—[Déﬁnition 4.7.}

Soit M un A-module et (x;)ic; une famille d’éléments de M. Le sous
module engendré par la famille (x;) ;e est l'intersection de tous les sous
modules de M contenant les éléments de la famille (x;)icy, il se note
(x;,i € I). Clest le plus petit (au sens de l'inclusion) sous module de M
contenant les éléments de la famille (x;) e

[Proposition 4.8.]

Soit M un A-module et (x;)je; une famille d’'éléments de M. Alors

(x;,i€l) ={Z ajxj | J partie finiede I, a; € A}
jeJ

Démonstration : ...On pose N’ = {Z ajxj | J partie finie de I, a; € A}. 1l suffit
jeJ

de démontrer que N’ est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous module de M

contenant les x;, i € I. Il clear que 0 € N’. Soient x, y € N’ et a € A. Par définition

X=Yjesajxjety=3% ey bjxjouajbje Ag, J et J' sont des parties finies de I.
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

Onax+ay=) ajxj+) aajxj= ) a}xj ol

jeJ jeJ jeJuJ
aj si jeJ-J
a}: aj+ba;. si jejnJ
ad', si jeJ' -J

J

Ainsi x+ ay € N'. 1l est clair que N’ contient les x;; en effet x; = Z lL.xj € N'.
jeti)

Soit maintenant N un sous module de M contenant les x;. Si x € N’, alors x =

Y jejajx;j ou J est une partie finie de I, puisque x est une combinaison d’élé-

ments de N, c’est bien que x € N. Ainsi N’ € N. On en déduit que (x;;i€ I) = N'.

Exemples: Soit M un A-module.

1. Soit x € M. Le sous module engendré par x est le sous module Ax.

2. Sixy,...,xp € M, alors (x1,...,x,) ={a1x1+...+apxy la;€e A, pour 1 <i <
n}.

3. Soit I un idéal de A et N un sous module de M. Si on note IN le sous
module de M engendré par tous les éléments de la forme ax ot a e I et
x € N, alors

n
IN={Za,~xi/neN*,aiEI,xieN}

i=1

Remarque : Notons que si (V;)jer est une famille de sous modules d'un A-
module M, alors Uje N; n'est pas (en général) un sous module de M.

,—[Déﬁnition 4.9.}

Soit M un A-module et (Nj) e une famille de sous modules de M. La
somme des sous modules N;, i € I est le sous module engendré par tous

les éléments de U< Nj, il se note Z N;. Ainsi
iel

Y N;i = UjerNy)

iel
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1.4 Modules

[Proposition 4.10.]

Soit M un A-module et (N;);e; une famille de sous modules de M.
Alors

Y N;= {ij /]partieﬁniedel,ijNj}
iel jeJ

DEMONSLration @ .........ouiiiiitiit et On posons
N = {ZjE] xj / J partie finiede I, x; € Nj}, puis par un raisonnement analogue
a celui de la démonstration de la proposition 1.4, on montre que N’ est le plus
petit sous module de M contenant U;er Nj.

Remarques: Soit M un A-module.

1. SiNg,..., N, sont des sous modules de M, alors

n n
Y N;i={)_ x; /pourl<i<n,x;€Nj
i=1 i=1

2. Si(x;)ier est une famille d’éléments de M, alors Z Ax; estle sous module
iel
engendré par la famille (x;) ¢y, autrement dit

Y Axi=(x;,i€])

iel

Définition 4.1 1.}

Soit M un A-module. On dit que M est de type fini sil existe
m,...,m; € M tels que M = (my,..., m;), autrement dit M est engen-
dré par un nombre fini d'éléments.

Exemples:
1. Le Z-module Z2 est de type fini.
2. Le A-module A" est de type fini.

Définition 4.12.}

Soit M un A-module et (my, ..., m;) une famille d’éléments de M. On
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

;

dit que (my,..., m;) est libre si pour tout (ay,...,a,;) € A", Z A My =
k=1

0=a;=...=a,=0.

Une base de M est une famille qui est a la fois libre et génératrice M.

Un module M est dit libre s'il admet une base.

Le rang d’'un module libre est le nombre d’éléments d’'une base.

Exemple: Si A estun anneau, le A-module A” est libre.

Théoréme 4.13.}

Soit A un anneau et M un A-module libre de rang r. Alors M est iso-
morphea A",

[Proposition 4.14.]

Soit M un A-module. Alors M est de type fini si et seulement si il existe
neN* tel que M est isomorphe a un quotient de A™.

DEeMONSIIAtiON & ... .o

1.5 Module sur un anneau principal

Théoreme 5.1.}

Soit A un anneau principal et M un A-module libre de rang n fini.
Alors tout sous module de M est libre de rang inférieur ou égale n.

DEMONSIIAtION & ..ottt e e e e s

Théoréme 5.2. (de la base adaptée)}

Soit A un anneau principal et M un A-module libre de rang fini n. Soit
N un sous module de M. Alors il existe r < n et des éléments d,, ..., d;

non nuls de A tels que dy/d»/ .../d, et une base (ey,...,e,) de M telle
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1.6 Exercices

que(dyey,...,d,e;) soit une base de N.

\.

,—[Théoréme 5.3. (structure des modules de type ﬁni)}

Soit A un anneau principal et M un A de type fini. Alors il existe des
élémentsd,,...,d, € A tels que:

1. di/dy/...ld,
2. M estisomorphea Al(dy) x ... x Al(d;).

\

DEmMONSLration @ ..........o.iiiiii ittt e
Groupe de type fini :

Un groupe abélien (G, +) est de type s'il existent (g,...,8r € G) tels que G =
(g1,...,8n), autrement G est un Z-module de type fini. Il est dit libre de rang
fini s’il possede une base fini (entant que Z-module).

1. Un groupe libre de rang n estisomorphea ...................cooiiiiia...
2. Un sous groupe d’'un groupe libre derang finiest.........................
3. Soit G un groupe de type fini, alors ils existent des entiers

1.6 Exercices

,—{ Exercice 1.1

Soit A un anneau. Pour I idéal de A le radical de I est défini par;

\/7:={a€A/EIn€|\|telque a’ =0}

1. Montrer que /I est un idéal de A.
2. Montrer quesil< J, alors VIS /7.
3. Dans l'anneau Z, monter que v/ (72) = (6).

,—{ Exercice 1.2

Soient A un anneau et I, ] deux idéaux de A tel que I + ] = A.

1. MontrequelIn]J=1].
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

2. Soit f: A— All x Al] lapplication définie par f(x) = (X, X).
(a) Montrer que f est un morphisme d'anneaux.

(b) Montrer que f est surjectif.
(¢) Endéduire que AlI] estisomorphea A/l x Al].

Exercice 1.3

!

Soit A un anneau, 1, ] deux idéaux de A et P un idéal premier de A.
1. Montrer quesilJ< P, alorsI<P ou]<P.

2. MontrerquesiInjJ< P,alorsI<Pou]<P.

Exercice 1.4

D

Soit A un anneau principal.

1. Soit P = (a) un idéal premier non nul. Montrer que a est pre-
mier.

2. Montrer que tout idéal premier non nul de A est maximal.

Exercice 1.5

D

1. Montrer que (X) et (X2 +1) sont des idéaux maximaux de R[X].

2. Quels sont les idéaux premiers de R[X]/(X3(X? +1)).

Exercice 1.6

D

Soit A un anneau.

1. On suppose A integre et que A possede un nombre fini d’idéaux.
Montrer que A est un corps.

2. On suppose que A possede un nombre fini d’'idéaux. Montrer
que tout idéal premier de A est maximal.
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1.6 Exercices

,—{ Exercice 1.7

Soient M un A-module et x € M ; on dit que x est un élément de torsion
dans M s’il existe a € A\{0} tel que ax = 0. On note M;,rs l'ensemble des
éléments de torsion du module M. Un module M est dit sans torsion si
Miors = {0} ; il est dit de torsion si Miors = M.

1. Quels sont les éléments de torsion du A-module A?
On suppose pour le reste de l'exercice que A est un anneau in-
tegre.

2. Montrer que Miors est un sous-module de M. Est-ce encore vrai
si A nlest plus supposé intégre?.

3. Montrer que M| Miqrs est un A-module sans torsion.

4. Soient N et P deux sous-modules de M tels que M = N&P. Mon-
trer que Miors = Niors @ Prors-

\.

,—{ Exercice 1.8

Soit A un anneau principal, et (aj,a,az) € A3 tels que
pgcd(ay, az, a3) = 1. On cherche a décrire

3
E={(x1,%2,x3) € A*/ Y a;jx; =0}
i=1

Pouri, j, k distincts, on note dy = pged(a;, a;).
1. Montrer que E libre.

2. Montrer quesi i, j, k sont distinct d;d;|ay.
Soit by € A tel que ay. = didjbk.

3. Montrer que les b; sont premiers deux a deux.

4. Soit F ={(y1,y2,y3) € A3/ Z?zl b;y; = 0}. Montrer que l'appli-
cation ¢ : F — E définie par ¢ (y1, y2,y3) = (d1y1,d2Y2,d3ys) est
un isomorphisme de A-modules.

\.

,—{ Exercice 1.9

Soit A un anneau principalet f : A" — A™ un morphisme de modules.
Montrer queker f admet un supplémentaire dans A".
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CHAPITRE 1 : Modules sur anneau principal

,—{ Exercice 1.10

Soit N ={(x,y,2) € 73 | 2 divise x+ y+ 2z
1. Montrer que N est un sous module libre de Z°.
2. Justifier que (2,0,0),(0,2,0),(0,0,2) € N.
3. Endéduire que N est libre de rang 3.
4. Montrer que ((1,-1,0),(1,0,-1),(2,0,0)) est une base de N.

,—{ Exercice 1.11

Soit A un anneau principal et L un A-module libre de rang fini. Soit
M un sous A-module de L. Montrer que M posséde un supplémentaire
dans L si et seulement si L/ M est sans torsion.
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Chapitre 2

Polynomes a plusieurs
indéterminées

2.1 DLanneauK[X;,...,X;]

Soit A un anneau commutatif unitaire. On note A[X] 'anneau des polyndmes a
une indéterminée et coefficient dans A, ainsi

n
AX1={Y arX*/ neN, are A
k=0

C’est un anneau commutatif unitaire.

Remarque: Sil’anneau A estintegre alors A[X] est integre.
Définissons I'anneau A[Xj,..., X;] des polynémes a coefficients dans A en n in-
déterminées, par récurrence sur n=1:

- Pour n=1 c’est’anneau A[X;];

- Pour n=2, A[Xj,..., X;] est’anneau A[X;,..., X,,—11[X;].

Remarque : Si A est intégre alors A[Xj,..., X;;] est integre, en particulier si K
est un corps alors 'anneau K[Xj, ..., X;] est integre.

Exemple: KI[X,Y]=KI[X][Y], chaque élément de K[X, Y] s’écrit sous la forme



2.2 Ordres monomiaux

Plus généralement un élément de K[Xj, ..., X,,] s’écrit sous la forme

— . . il in
P= Z aiy,..in X - Xy

i1yeenrin

ol tous les éléments a;, .. ;, € K sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Définition 1.1.}

On appelle monome de K[Xj,...,X,] tout polynome de la forme
aX,'.. X, onacKeti,...,ineN.

Pour & = (ay,...,a,) € N", on note X% le monéme X;"...X,". Avec cette nota-
tion, chaque élément de K[Xj,..., X;;] s’écrit sous la forme ( d'une somme finie);

P=) a,Xx*

acA

ol A est une partie finie de N".

2.2 Ordres monomiaux

,—[Déﬁnition 2.1.}

Un ordre monémial sur K[ Xy, ..., X,] est une relation > d’ordre surN"
satisfaisant les condition suivante;

1. > est un ordre total surN",

2. > est un bon ordre sur N, c'est-a-dire toute partie non vide de
N" admet un plus petit élément.

3. Sia>pPetyceN, alorsa+y > B+7y.(compatibilité avec l'ad-
dition).

.

Nous allons définir trois exemples fondamentaux d’ordres monomiaux sur K[xi,

Définition 2.2. (ordre lexicographique)}

On définit la relation d’ordre lexicographique > . surN" elle que pour
a,BeN", a >, Bsia# P etlacomposante non nulle la plus a gauche
de a — B est (strictement) positive.
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CHAPITRE 2 : Polynomes a plusieurs indéterminées

Soient @ = (ay,...,an), = (B1,..,Br) NP AlOTS ...t
25 ] 11 ) (T
Notation : Pour a = (a1,...,a,) € N, onpose |a| = a1 +...+ ay.

)

Définition 2.3. (ordre lexicographique gradué) ]

Soient & = (ay,...,an), B = (B1,-..,PBn) € N"*. Lordre lexicographique
gradué est la relation > g, définie par|a| > | Bl ousi|al = |a| et a > oy

Définition 2.4. (ordre lexicographique gradué renversé)

Soient & = (ay,...,an), B = (B1,-.., Bn) € N"*. Lordre lexicographique
gradué renversé est la relation > greyiex définie par |a| > |B| ou si|a| =
lal et (an,...,@1) >ex (B, - .., B1)

Remarque: Les ordres précédents sont monomiaux c’est-a-dire ..............

Exemple: Soit P=3X?Y +4XYZ-2X?+7YZ%-372+X*€KI[X,Y,Z],
Ordonnons ses mondmes selon les trois ordres monomiaux vus précédemment :

,—[Déﬁnition 2.5. (multidegré)}

On fixe un ordre monomial >. Soit P = ZaaX“ € K[Xy,...,X,] un

a
polynéme non nul. Le multidegré de P noté multideg(P) est le n-uplet
défini par;
multideg(P) = max{a / aq # 0}

On appelle alors coefficient dominant de P le scalaire CD(P) =
Amultideg(P), le monome dominant de P le monome unitaire MD(P) =
Xmultideg(P) ot onfin le terme dominant est le monéome TD(P) =
CD(P)MD(P).
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2.3 Division euclidienne dans K[X1,..., X;;]

Exemple: Reprenonsle polyndme P del’exemple précédent. Le multidegré de
P dépend de I'ordre monomial choisi, par exemple :

Ce multidegré a de bonnes propriétés de calcul analogues a celles du degré.

[Proposition 2.6.]

Soient P et Q des polynomes non nuls de K[x,...,x,]. Alors

1. multideg(PQ) = multideg(P) + multideg(Q).

28 P+ Q # 0, alors multideg? + Q) <
max(multideg(P), multideg(Q)).

3. Si multideg(P) # multideg(Q), alors multideg(P + Q) =
max(multideg(P), multideg(Q))

4. Si TD(P) + TD(Q) = 0, alors multideg(P + Q) <

max(multideg(P) + multideg(Q))

2.3 Division euclidienne dans K[X,..., X,]

,-[Théoréme 3.1. (Division dans K[Xj, ..., Xn])}

On fixe un ordre monomial >. Soit F = (Py,...,Py) un m-uplet
de polynomes de K|[Xi,...,X,] et A € K[Xy,...,Xn]. Alors il existe
Q1,...,Qm, REK[Xy,..., X, tels que

A=Q1P1+...+ QP + R

et R =0 ou R est une combinaison K -linéaire des monomes divisibles
par aucun des TD(P;), 1 <i < m.

On appelle alors R un reste de la division de A par F dans
K[Xy,...,Xul. Deplus, sil <i<setQ;P; #0, alors on amultideg(A) =
multideg(Q; P;).

Exemple: DansR[X,Y], A= X?Y+2XY-Y2+X+1,P=XY+YetP,=Y+1
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CHAPITRE 2 : Polynomes a plusieurs indéterminées

2.4 Idéaux monomiaux

Définition 4.1 }

On dit qu'un idéal I de K[X;,...,X,] est monomial s’il existe A < N"
telquel = (X% ac A).

Exemple: Lidéal (XY2,XY Z3,Y3) est un idéal monomial de K[X, Y, Z].

[Proposition 4.2.]

Soit AcN" et [ = (X%, a € A) un idéal monomial. Soit B € N", alors

XPeloedacA, XY divise XP

DEMONSIration @ ..........o. it
Le résultat précédent permet de montrer une condition nécessaire et suffisante
d’appartenance d'un polyndme a un idéal monomial :

[Proposition 4.3.J

Soit I un idéal monomial de K[X3,...,X,] et P € K[X1,...,X,l. On a
équivalence entre;

1. Pel,
2. Chaque terme de P appartient a I,

3. P est combinaison K -linéaire de monomes de I.

DeMONSIIAtION & ... it e

—[Théoréme 4.4. (le lemme de Dickson)}

Soit A N" et [ = (X%, a € A) un idéal monomial de K[Xy,...,X,].
Alorsilexister eN* et ay,...,ar € N" tels que

I=(X%,...,X%)

En particulier tout idéal monomial de K[ Xy, ..., X, est de type fini.

J

DEmMONSIIAtION & ...ttt et e e
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2.5 Bases de Grobner

2.5 Bases de Grobner

Définition 5.1.}

Soit I un idéal non nulde K[X;,...,X,]. On note

TD(I)={TD(P)/ PeI\{0}}

[Proposition 5.2.J

Soit I un idéal non nulde K[X;,..., X;].
1. (TD())) est un idéal monomial de K[ Xy,..., X,].

2. 1l existe m € N* et Py,...,Py € I tels que (TD(I) =
(TD(P1),...,TD(Pp)).

DEMONSIIAtiON & ... it e

Théoreme 5.3. (théoreme de base d’Hilbert)}

Toutidéal de K[X, ..., X;] est de type fini.

DEMONSIIAtION & ...ttt et e e e e s

,—[Déﬁnition 5.4. (Bases de Gr('jbner)}

Soit I unidéal de K[Xy,...,X,] et G ={P,..., Py} une partiede I. On
dit que G est une base de Grobner de [ si

(TD) =(TD(Py),..., TD(Pp))

[Proposition 5.5.]

Tout idéal non nul de K[X;,...,X;] admet une base de Gréobner, et
toute base de Grobner d'un idéal non nul de K[X;,..., X;] en est une
partie génératrice.

DEmMONSIIation & ...t e
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CHAPITRE 2 : Polynomes a plusieurs indéterminées

[Proposition 5.6.]

Soit I un idéal non nul de K[Xy,...,X,] et G = {Py,..., P;;} une base
de Grébner de I. Si P € K[Xy,..., Xy], alors il existe un unique couple
(Q,R) délémentsde K[ X;,..., X;] tels que

1. P=Q+R.
2. Qel,

3. R est une combinaison K-linéaire de monomes divisibles par
aucun des TD(P;) pourl <i<m.

R est appelé reste de la division euclidienne de P par G. Etant unique,
il ne dépend pas de U'ordre dans lequel on considere les éléments de G.
On notera P = R modulo G, etP’ =R

DEMONSTIatioN & ... e

2.6 Exercices

Exercice 2.1

|

Soit I = (Xy,...,Xy). Montrer que I est un idéal maximal de
K[Xy,..., X,).

Exercice 2.2

D

Soit > un ordre monomial sur N"*1,
1. Montrer que > induit un ordre monomial surN".

2. Soient(a, k), (B, 1) e N"**1. Montrer quesi(a, k) < (8,1) alorsa <
Bouk<l.

Exercice 2.3

D

SoitP=X"Y?+X3Y?-Y+1,P=XY?>-XetP,=X-Y3.

1. Calculer lereste de la division de P par Py, P, en utilisant l'ordre
lexicographique et l'ordre lexicographique gradué.

2. Méme question avec les diviseurs dans l'ordre P,, P .
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2.6 Exercices

,—{ Exercice 2.4

SoitP; = X?>+Y,F=XY + X et = (P, P,) lidéal engendré par P; et
P, dans K[X,Y].

1. Effectuer la division euclidienne de F = X3 - XY? + X? - Y? par
(P1, P2).

2. LepolynomeF est-ildans I ?

,—{ Exercice 2.5

On considere l'idéal I = (X3 — X7, Xo — X3) de K[ X1, X, X3).

1. Déterminer une base de Grobner de I pour l'ordre lexicogra-
phique.

2. Déterminer une base de Grobner de I pour l'ordre lexicogra-
phique gradué inversé.

,—‘ Exercice 2.6 l

Soit (I,) m une suite croissante d’idéaux de K[ X, ..., X;].

1. Montrer que I := U pypenIy est un idéal de K[ Xy, ..., Xn].
2. Endéduire quil existe N € N, tel que pour toutn =N, I, = I.
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Chapitre 3

Extensions Galoisiennes

3.1 Extensions de corps

Rappelons qu’un corps K est par définition un anneau commutatif non nul dans
lequel tout élément non nul est inversible.

Soit K un corps, 'application f: Z — K, n — f(n) = nlg est un morphisme
d’anneaux, son noyau est un idéal de Z, il existe alors n € N tel que ker f = nZ.
Lentier n s’appelle la caractéristique de K.

Remarque: Soit K un corps de caractéristique n, alors;
1. n=0o0u n est un nombre premier,

2. Pourtout x€ K, nx =0.

Exemples :
1. @, R et C sont des corps de caractéristique nulle.
2. Si p est un nombre premier, le corps Z/ pZ est de caractéristique p.

On rappelle qu'un morphisme de corps est un morphisme d’anneaux (unitaires).

[Proposition 1.1.]

Soit K, K' deux corps et f : K — K' un morphisme de corps. Alors le
morphisme [ est injectif.

DEMONSLration & ...........oioiiiiiii i e
Soit L un corps et K une partie de L. On rappelle que K es un sous corps de L si
K est un sous anneau de L et pour tout x € K*, x~' € K.

27



3.1 Extensions de corps

Définition 1.2.]

Soit K un corps. Une extension de K est un corps L tel que K soit un
sous-corps de L (et on note L/ K). Une extension intermédiaire entre L
et K estun corps F telque K< F < L.

EX I PleS t oo e e

,—[Déﬁnition 1.3.}

Si f: K — L est un morphisme de corps, il est injectif et on peut consi-
dérer L comme une extension de K en identifiant K a f(K) = K.

Si L et M sont deux extensions d'un corps K, un K-morphisme de L
dans M est un morphisme de corps qui fixe les éléments de K, c’est-
a-dire un morphisme de corps g : L — M tel que pour tout x € K,
g(x) =x.

Remarque: SiL estune extension de K, alors L est un K-espace vectoriel (c’est
aussi une K-algebre).

Définition 1.4. (degré d'une extension)]

y)

Soit L/ K une extension de corps. Si L est de dimension finie sur K, on
appelle degré de L sur K et on note [L : K] la dimension de L sur K,
autrement dit [L: K] = dimg L. On dit dans ce cas que L est finie sur K.

Exemples: Qil={a+ib/a,beQlestune .........cccvviiriiriinineuneennns

Théoréme 1.5.}

Soit L/ F et F/K deux extensions finies. Si (e;)1<i<n est une base de L
sur F et (€j)1<j<m est une base de F sur K, alors (e;€)1<i<n1<j<m est
une basede L sur K.

DEMONSIIAtION & ...ttt e e e s
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CHAPITRE 3 : Extensions Galoisiennes

Corollaire 1.6.

Si L est finie sur F et F finie sur K, alors L est finie sur K eton a

[L:K]=[L:FI[F:K]

DEeMONSIIation & ...

3.2 Extension algébrique

Définition 2.1 }

Soient L/ K une extension de corps et x € L. On dit que x est algébrique
sur K si il existe un polynéme non nul P € K[X] tel que P(x) = 0.

25 ] 11 ) L

Remarque : Soit L/K une extension de corps et x € L un élément algébrique
sur K. Lapplication ¢ : K[X] — L, P — ¢@(P) = P(x) est un morphisme d’an-
neaux, sont noyau est un idéal de K[X] il est donc principal.

Définition 2.2.}

Avec les notations précédentes, l'unique polynéme unitaire &t € K[X]
tel queker ¢ = () est appelé polynéme minimal de x.

Remarque: Le polyndme 7 estirréductible.

ExXemples : ... e
Soit L/ K une extension de corps et x € L. On note K[x] 'ensemble des polynéme
en x ( a coefficients dans K), c’est-a-dire K[x] = {P(x) /P € K[X]}, c’est un sous
anneaude L.

[Proposition 2.3.]

Soit L/ K une extension de corps et x € L. Les propriétés suivantes sont
équivalentes;
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3.2 Extension algébrique

1. x estalgébrique sur K,
2. Kl[x] est un K -espace vectoriel de dimension finie.

3. Klx] est un corps.

DEmMONSIIatioN & ... ...

[Proposition 2.4.]

Soit L/ K une extension de corps, x € K un élément algébrique sur K et
7 son polynéme minimale. Alors [K[x] : K] = degm.

DEMONSIIatioON & ... i

Définition 2.5.}

Une extension L/K est dite algébrique si tout élément de L est algé-
brique sur K.

EXemple : e

[Proposition 2.6.]

Toute extension finie est algébrique.

DEmMONSIIatioON & ...t e

,—[Théoréme 2.7 }

Soit L/ K une extension de corps. On note F l'ensemble des éléments de
L qui sont algébriques sur K. Alors :

1. F estun sous corpsdeL,

2. Toutélémentde L qui est algébrique sur F est dans F ; on dit que
F est la fermeture algébrique de K dans L.

\.

DEMONSIIatiON & ... i e e
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CHAPITRE 3 : Extensions Galoisiennes

3.3 Corps de décomposition

Définition 3.1.}

Soit P un polynéme irréductible de K[X]. On dit qu'une extension L
de K est un corps de rupture pour P sur K s'il existe une racine x de P
dans L telle que L = K|[x]

Ainsi un corps de rupture est une extension dans laquelle P a une racine, et qui
est minimale pour cette propriété.

2] 11 0] (T

[Proposition 3.2.]

Pour tout polynéme irréductible P € K[X], il existe un corps de rupture
L. De plus L est unique a K -isomorphisme pres.

DEMONSTIatioN & ...

,—[Déﬁnition 3.3.} \
Soient K un corps et P un polynéme (qu'on ne suppose pas irréduc-
tible) de K[ X]. On dit qu'une extension L/ K est un corps de décompo-
sition pour P sur K si L vérifie les deux propriétés suivantes :

1. P estscindé sur L.

2. Onal=Klxy,.., X, Ol X1,..., X, Sont les racines de P dans L.

7

Ainsi un corps de décomposition est une extension minimale de K sur laquelle
P est scindé.

Théoréme 3.4.}

Pour tout P de K[X], il existe un corps de décomposition L, qui est
unique a K -isomorphisme pres.

Démonstration : admis
Les résultats ci-dessus vont nous permettre de construire les corps finis.
Rappelons qu'un corps fini K est de caractéristique p > 0. Il peut étre vu comme
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3.4 Extensions normales

extension de F), = Z/ pZ via I'application F, — K, n— nlg. En particulier c’est
un F,-espace vectoriel de dimension finie (disons d) donc le cardinal de K est
une puissance de p puisque K est isomorphe a F;,’ en tant que F,-espace vecto-
riel.

Théoréme 3.5.]

Soit p un nombre premier et q = p" avec n € N*. Alors il existe un corps
de cardinal q, unique a isomorphisme pres. C'est le corps de décompo-
sition sur F), du polynome X9 — X. On le note F,.

3.4 Extensions normales

Définition 4.1.}

Une extension de corps L/ K est dite normale si tout polynome irréduc-
tible de K[ X] qui possede une racine dans L est scindé sur L.

Exemples :
1. L'extension Q[i]/Q est normale.
2. Lextension Q[v/2]/Q n’est pas normale, le polynéme X3 —-2..............

3. Lextension C/R est normale.

[Proposition 4.2.]

Toute extension de degré 2 est normale.

DEMONSIIatioON & ...t e

Théoreme 4.3.}

Soit K un corps. Soit L une extension finie de K. Alors L est normale si
et seulement s’il existe un polynéme P € K[X] dont elle est le corps de
décomposition.
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