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Chapitre 1

Compléments d’algebre
linéaire

Dans tout le chapitre K =R ou C.

1.1 Produit et somme d’espaces vectoriels

On considere des K-espaces vectoriels E1,...,E,. On définit sur le produit
cartésien
Eix...xEp={(x1,...,xp) / x1€E1,...,xp €Ep}

les lois suivantes : V(x1,...,%p),(y1,...,¥p) EE1 x ... xE, ,VA€K;

(x17~~"xp)+(y17--'7yp)=(x1+y1"'-7xp+yp)
Mx1,...,xp) = (Ax1,...,Axp)

Muni de ces deux lois, E1 x ... x E, est un K espace vectoriel, appelé espace
vectoriel produit.

Remarque : (neutre et opposé) ........ccooiiriiiiiiiiiii i

[Proposition 1.1.]

Soient E1,...,E, des espaces vectoriels de dimension finie. Alors
lespace vectoriel produit E1 x ... x E}, est de dimension finie et on

a:
p
dim(Eq x...xEp) =) dimE;.
i=1



1.1 Produit et somme d’espaces vectoriels

Démonstration: Parrécurrence Sur p @ .............oiiiiiiiiiiiiiiiaaian.

,—[Théoréme et définition 1.2.]

Soit E un espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels
de E. I’ ensemble

{x1+...4+xp /(x1,...,xp) EE1 x ... x Ep}

est un sous espace vectoriel de E appelé somme des sous espaces

P
vectoriels E1,...,E, et senote E1+...+E, ou ZEi'
i=1

DémonsStration 1 .......... i

Exemple : . e e

,—[Déﬁnition 1.3.]

Soit E un espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels

P P
de E. On dit que la somme ZE ; est directe et on la note @Ei si,

i=1 i=1
pour tout 1< j<p,

p

Ejm( >

i=1,i#j

Ei)Z{O}

Remarque : Un cas particulier : Deux sous espaces vectoriels F' et G sont
en somme directe si F' NG = {0}.

p

Remarque : Sila somme Z E; est directe, alors pour tout i # j, la somme
i=1

E; +E; est directe. La réciproque n’est pas vraie. Contre exemple : ..........
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

Théoreme 1.4.)

))

Soit E un K espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels
de E. La somme E1+...+E est directe si, et seulement si, pour tout
(x1,...,xp)EE 1 x ... xEp, x1+...+x,=0>x1=x2=...=x, =0.

DEmMonStration & ...

Exemple : Soit E un K espace vectoriel et (v1,...,v,) une famille libre de
E. Pourl<i<sp,onposeE;=Vect(v;)....cccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn..

Remarque : Soit f:Ex...xE, — E l'application définie par :
flxg,...,xp)=x1+...+xp

La somme E1 +...+E, est directe si, et seulement si, 'application f est in-

jective. Une application linéaire f est
injective si, et seulement si,
ker f = {0}
[Proposmlon 1.5.]

Soit E un K espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels

de E. La somme E1+...+E, est directe si, et seulement si, Vx €

Ei1+...+Ep, x1,...,xp) €EE1 x...xEp, tel que x =x1+... +xp.
Démonstration : ...

,—[Théoréme 1.6.} \
Soit E un K espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels
P
de E de dimensions finies. Alors Z E; est de dimension finie et on Un espace vectoriel est de
i=1 dimension s’il admet une famille
P p P P génératrice finie
a dim|) E;|< ) dimE;. De plus dim|) E;|= ) dimE; si, et
i=1 i=1 i=1 =1
P
seulement si, la somme Z E; est directe.
i=1
7

Démonstration : ............ ... .. e
First Prépa e Mohamed Agalmoun

www.aqalmoun.com



1.1 Produit et somme d’espaces vectoriels

,—{Déﬁnition 1.7.}

Soit E un K espace vectoriel et E1,...,E, des sous espaces vectoriels
de E. On dit que les sous espaces vectoriels E1,...,E, sont supplé-
mentaires dans E si :

Remarque @ ... i e

Exemple : o e

[Proposition 1.8.]

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et E1,...,E, des
sous espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. Eq,...,E, sont supplémentaires dans E,

P p
2. La somme Z E; est directe et dimE = Z dimFE;.
i=1 i=1
p p
3. E=) E;etdimE=) dimE;.
i=1 i=1

DémonStration 1  .......... i

,—[Théoréme 1.9.]

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie, E1,...,E, des sous
espaces vectoriels supplémentaires dans E. Si pour chaque 1 <i <
D, B; est une base de E;, alors B =%1U...U%B, est une base de E
dite base adaptée a la décomposition E = @leE 5

DémonsStration 1 ...
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

Définition 1.10.}

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et F' un sous espace
vectoriel de E. Une base 98 de E est dite adaptée a F, s’il est de la
forme B =(eq1,...,ep,ep41,...,ep) ot (e1,...,ep) est une base de F.

Exemple : ..

—[Théoréme 1.1 1.} \

Soit E un K espace vectoriel, E1,...,E, des sous espaces vectoriels

p
supplémentaires dans E (i.e E = @Ei). Si u; e L(E;,F) pour tout
i=1
1<1i<p, alorsil existe une unique application u € L(E,F) telle que
ulg, = u; pour tout i.

DEMONStration & ... .. e

,-[Déﬁnition 1.12.} .

Soit E un K espace vectoriel, E1,...,E, des sous espaces vectoriels

r
supplémentaires dans E (E = EBEi). Pour 1<i <r soit p; Uappli-
i=1
r ' r
cation définie par p(x = Z Xp) = X;, ol Z xp, est la décomposition
k=1 k=1
-
de x selon la somme EBE 5
i=1
La famille (p1,...,p,) sappelle la famille des projecteurs associés a
r

la décomposition E = @E 5
i=1

Exemple : ...

[Proposition 1.13.J

Avec les notations précédentes, on a :

1. p; est un projecteur de E. Un projecteur est un
endomorphisme p vérifiant
p*=p
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1.2 Matrices et endomorphismes

2. Imp;=E;etkerp; = Z Ej.

r
J=1,j#i

-
3. Zpi =Idg.
i=1

DémonsStration 1 ... ...

1.2 Matrices et endomorphismes

1.2.1 Matrices définies par blocs

Soit p,geNetn=p+q.
Etant données quatre matrices A € 4, (K), B € M} 4(K), C € My ,(K) et D €

My(K). On identifie la matrice M = (2 g) a une matrice de #,,(K), dite ma-
trice définie par blocs.

A et D sont les blocs diagonaux (matrices carrées par hypothese, mais pas
nécessairement de méme taille).

Si C (respectivement B) est nulle, la matrice M est dite triangulaire supé-
rieure (respectivement inférieure ) par blocs.

Si les deux matrices C et B sont nulles, la matrice M est dite diagonale par
blocs.

La multiplication par un scalaire d'une matrice définie par blocs est natu-
relle.

[Proposition 2.14.]

C D C' D' C+C'" D+D'
9 A B\(A' B’ _ AA'+BC’" AB'+BD’
“\c DJ\c'" D') \CA'"+DC' CB'+DD’

7 (A B)+(A’ B’)Z(A+A’ B+B’)
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

[Corollaire 2.15.]

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (respective-
ment inférieures ) par blocs est une matrice triangulaire supérieure
(respectivement inférieure) par blocs. En particulier, le produit de
deux matrices diagonales par blocs est une matrice diagonale par
blocs.

[Proposition 2.16.]

det(A B

Ip 0) =detB et det (A B) =detA

0 I,

Démonstration: Parrécurrencesurp=1. ..........ccoiiiiiiiiiniinnann..

W e 2.17.}

det (13 g) =detAdetD et det (A 0 =detAdetD

BD)

Démonstration: On a

1.2.2 Matrice semblables

D5 et 2.18.}

Soit A,B € ,(K). On dit que A est semblable B dans 4, (K), s’il
existe une matrice inversible P € GL, (K) telle que

A=PBpPL

"a

Remarque : La relation "étre semblable a " est une relation d’équivalence.
On parle alors de deux matrices semblables.
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1.2 Matrices et endomorphismes

Théoreme 2.19.}

Deux matrice sont semblables si, et seulement si, elles représentent
les matrices d’un méme endomorphisme dans deux bases.

1.2.3 Trace d’'une matrice carrée

,—[Déﬁnition 2.20.]

Soit A =(a;;)1<i,j<n € Mn(K). On appelle trace de A et on note tr(A)
la somme des éléments diagonaux de A, i.e

tr(A) =) ai;
i=1

[Proposition 2.21.]

1. Y(A,B) € M,(K)%, VA €K, tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B). En
d’autres termes lapplication tr: 4,(K) — K est linéaire.

2. Y(A,B) € 4,(K)?, tr(AB) = tr(BA).
3. YA € M, (K), tr(*A) = tr(A).

DémonStration & ... .. ...

[Corollaire 2.22.]

Si A et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).

DémonStration &  ....... ..

Définition 2.23.}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomor-
phisme de E. On appelle la trace de u et on note tr(u) la trace de la
matrice de u dans une base quelconque.
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

Théoréme 2.24.}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de
E. Alors tr(p) = rg(p).

DEmonStration @ ... e

1.2.4 Polynomes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel et © un endomorphisme de E. On note

ud = Idg
u = wo...ousin=1
—_——

n fois

Ainsipourn=1,u"=u"tou=uou" L

,—{Déﬁnition 2.25.}

n
Soit u e L(E) et P = arX® € KIX1. Lendomorphisme P(u) est
k=0
défini par;

n
P(u):=)_ aruf =apldg +aiu+... +au®
k=0

Remarque : Si P =c est un polynéme contant, alors ......................

[Proposition 2.26.J

Soit u € L(E). Lapplication ¢ : KIX] — L(E) définie par ¢(P) =
P(u) linéaire, et vérifie p(PQ) =P(u)oQ(u) et (1) =1dg.

Démonstration : Il est clair que ¢ est linéaire et ¢(1) = p(X 0y=79= Idg.

n
Soient P = Y aX*, @ e K[X].
k=0
SiQestdelaforme @ =X . ... o

m
Revenant au cas général, ou @ = Z b X ! est un polyndéme quelconque. On a

=0
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1.2 Matrices et endomorphismes

n
Version matricielle : Soit M € ./,(K)et P = Z a; X" € K[X]. On note par
k=0
P(M) la matrice
n
P(M):= Y apM*
k=0

Lapplication ¥ : K[X]— .#,(KK) définie par WY (P) = P(M) est linéaire, ¥Y(PQ) =
Y(P)Y(Q) et ¥(1)=1dg.

,—[Déﬁnition 2.27.]

Soit P € K[X].
1. Soit u e L(E). On dit que P est un polynéme annulateur de
usi P(u)=0.

2. Soit M € 4,(K). On dit que P est un polynéme annulateur
de M si P(M)=0.

Exemples : Siu estun projecteurde E,alors ................cooiiiina...
Sisestune symétrie...... ..o e e

[Proposition 2.28.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, 2 une base de E et
u € L(E), notons M = Mz(u). Pour tout polynéme P € K[X], on a

Mp(P(w)) =P(M)

Ainsi, un polynéme P est annulateur de u si, et seulement si, P est
annulateur de M.

DémonStration 1 .......... i

1.2.5 Sous espaces stables

Définition 2.29.]

Soit E un espace vectoriel, et u € L(E) et F un sous espace vectoriel

de E.
1. On dit que F est stable par u si u(F)< F.
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

2. Si Cest le cas on appelle endomorphisme induit par u sur F,
l'endomorphisme de F noté up qui a tout x associe u(x).

Exemple : (Droite vectorielle stable par u ) : Soit E un espace vectoriel, x
un vecteur non nul de E, et D = Vect(x) la droite vectorielle engendrée par x.
SiD eststable Par &, .....oooiiii e

[Proposition 2.30.J

Soit E un esace vectoriel, u € L(E) et F = Vect(eq,...,ep) un sous
espace vectoriel de E. Alors F est stable par u si, et seulement si,
1<Vi<p, u(e;)eF.

DémonStration @ ...

[Proposition 2.31.]

Soient E1,...,E, des sous-espaces vectoriels de E et u un endomor-
phisme de E.

Si E+,...,E, sont stables par u, alors :
1. Le sous espace vectoriel ﬁ E; est stable par u.
zr:1
2. Le sous espace vectoriel Z E; est stable par u. En particulier,
si les sous espaces vect;ilels sont en somme directe, le sous

r
espace vectoriel @E ; est stable par u.
i=1

DEmonsStration @ ... ...
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1.2 Matrices et endomorphismes

Théoreme 2.32.}

Soit E un espace vectoriel et u,v € L(E). Si u et v commutent, alors
Imuv et kerv sont stables par u.

DEmMonStration & ... ...

[Proposition 2.33.]

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vec-
toriel de E de dimension p et u un endomorphisme de E.

F est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans toute
ou A € Mp(K).

base adaptée a F est de la forme (g IB))

DEmonStration 1 ...

Remarque : La matrice A représente la matrice de I’endomorphisme up
dans la base (e1,...,ep).

[Proposition 2.34.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, E1,...,E, des sous
espaces vectoriels supplémentaires dans E i.e E = @®’_, E,;. Les sous
espaces vectoriels E1,...,E, sont stables par u si, et seulement si,
la matrice de u dans une base adaptée a cette décomposition est
diagonal par blocs de la forme

Ay 0 ... 0
0 Ay ... O
0o 0 ... A,

ou A; est la matrice de ug,.
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CHAPITRE 1 : Compléments d’algebre linéaire

1.3 Interpolation de Lagrange

Soit n un entier naturel et ag,...,a, € K (n+1) nombres deux a deux distincts.
Pour 0 <i <n, on pose

Li:.lﬁ[ .X—aj_X—ao .X—ai_lX—aHl .X—an

j=0j#@i—@j @;=@p @;=0;-10;—Qj+1 G =0Ap

Les polynomes L; s’appellent les polynomes de Lagrange associés a (ao,...,a,).

[Proposition 3.35.]

Avec les notations précédentes :
1. degL; =n, en particulier L; € K,[X].
.. 1 si j=1i
2. Pour0<i,j<n, onaLi(aj)zéijz{ 0 si j#i

Démonstration : ... ... e

[Proposition 3.36.]

1. La famille (Lg,...,L,) est une base de K,[X].

n
2. Pourtout P e K,[X], P = ZP(ai)Li.
=0

n
3. ZLi =1
;=0

12

DEmonStration @ ... ...

TRoorome 3.37.}

Soient yg,...,yn € K. Il existe un unique polynéme P € K,[X]
(degP < n) tel que pour tout 0 <i <n, P(a;) = y;.

DEmonStration @ ...t

Remarque : Lunique polynoéme P € K, [X] vérifiant @(a;) = y; , pour tout
O<i<n,estdonné par .................oeoiuinninnine e
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1.3 Interpolation de Lagrange

Déterminant de Vandermonde : Soit n un entier supérieur ou égal a 1
et xo,...,x, des éléments de K. On appelle déterminant de Vandermonde le

nombre défini par :

1 xo xg . 43
Vixg,...,xn)=|. .
1 x, «2 Xy

[Proposition 3.38.]

n

=il
V(xg,...,xn) = V(xo,...,xn_l)( (xy, —xk)).
k=0

Démonstration : On considéere le polynéme P =V (xg,...,x,-1,X) «+en.....

Théoreme 3.39.}

V(xo,...,xn) = [] (xj—2x:).

O<i<j<n

Remarque : Vi(xg,...,x,) # 0 si, et seulement si, les nombres xg,...,x, sont

deux a deux distincts.
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Chapitre 2

Réductions des
endomorphismes

2.1 Eléments propres d’un endomorphisme, d’'une
matrice

,-[Déﬁnition 1.1.] .

Soit E un espace vectoriel, u € L(E) et 1 € K.

1. On dit que A est une valeur propre de u, s’il existe un
vecteur non nul x tel que u(x) = Ax.

2. Si A est une valeur propre de u, tout vecteur x € E\{0} tel que
u(x) = Ax est appelé vecteur propre associé & la valeur propre

A.

3. Lensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de
u et se note sp(u) ou spec(u).

Exemples @ ...

[Proposition 1.2.]

Soit u € L(E) et A € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est une valeur propre de u,

2. u— Aldg n’est pas injectif:

15



2.1 Eléments propres d’'un endomorphisme, d’'une matrice

3. ker(u —A1dg) # {0}

Si de plus E est de dimension finie ces propriétés sont équi-
valentes a

4. det(u - AIdg)=0.

Démonstration :

[Proposition 1.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L (E). Soit A €
sp(u), x € E tel que u(x) = Ax et P € K[X], alors P(u)(x) = P(A)x, en
particulier P(A) est une valeur propre de P(u).

Démonstration : Montrons d’abord par récurrence sur &, que u”(x) = 1*x.

[Corollaire 1.4.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). Si P €
KI[X]est un polynéme annulateur de u, alors toute valeur propre de
u est une racine de P. Autrement dit Sp(u) € { les racines de P}.

Démonstration :

[Corollaire 1.5.J

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) un endo-
morphisme nilpotent. Alors sp(u) = {0}.

Démonstration :

Définition 1.6. (Sous espace propre)}

Soit u € L(E) et A une valeur propre de u. Le sous espace propre
associé a la valeur propre A est le sous espace vectoriel noté E y(u),
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

défini par

E)yu)=ker(u—-AIdg)={x€E / u(x)=Ax}.

Remarques : Soit A est une valeur propre de u.

1. Le sous espace propre E j(u) est formé de tous les vecteurs propres
associés a la valeur propre A et du vecteur nul.

2. dim(Ep(u)) = 1.

3. Le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre (c’est par définition).

Exemples @ ... ...

—[Théoréme 1.7. (s.e.p sont en somme directe)} \

Soit u € L(E) et Ay,...,A, des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de u (r = 2). Alors les sous espaces propres Ey@),....Ey (w)

sont en somme directe c’est-a-dire Z E) @)= @E,l (w).
i=1 i=1

DEmonStration & ...

[Corollaire 1.8.]

Soit u € L(E). Si eq,...,e, sont des vecteurs propres associés a va-
leurs propres deux & deux distincts Aq,...,A, alors (eq,...,e,) est

libre.

Démonstration :

Exemple : Pour 0 <% <n, on considere la fonction f; définie par f3(x) = e**
(e E =B (R, R)). oottt e e e
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2.1 Eléments propres d’'un endomorphisme, d’'une matrice

[Corollaire 1.9.]

Si E est un espace vectoriel de dimension n. Alors tout endomor-
phisme u € L(E) admet au plus n valeurs propres.

DémonStration 1 ... ...

Eléments propres d’'une matrice carrée :

,—[Déﬁnition 1.10.]

Soit M € 4,(K) et 1 e K.

1. On dit que A est une valeur propre de M, s’il existe un
vecteur colonne non nul X € 4, 1(K) tel que MX = 1X.

2. Si Aest une valeur propre de M, tout vecteur X € .y, 1(KK)\{0}
tel que M X = AX est appelé vecteur propre associé a la valeur
propre A.

3. Lensemble des valeurs propres de M est appelé le spectre de
M et se note sp(M) ou spec(M).

4. Soit A une valeur propre de M, le sous espace propre associé
a la valeur propre A, noté E 3(M) est le sous espace vectoriel

E)y(M)=ker(M - A,)={X € M,1(K)/ MX = 1X}.

[Proposition 1.1 1.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 98 une base de E.
Soient ue L(E) et M = Mp(u).
1. Sp(u)=SpM).

2. Soit A € Sp(u)(=Sp(M)), x € E et X = Mp(x). Alors x est
un vecteur propre de u associé a la valeur propre A si, et
seulement si, X est un vecteur propre de M associé a la méme
valeur propre A.
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

DEmonsStration : ...

[Proposition 1.12.]

Soit M € M,(K) et A € K. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. A est une valeur propre de M,
2. M - Al n’est pas inversible,
3. det(M —AI,)=0.

2.2 Polynome caractéristique d’un endomorphisme,
d’une matrice

Définition 2.13.}

Soit M € A,(IK). Le polynéme caractéristique de M est le polynéme
noté yu a coefficients dans K défini par : yp(X) :=det(XI,, — M).

Exemples :

1. Le polyndme caractéristique de l'identité : ............................

2. Soit M la matrice M = (Z Z) € Mo(K). ALOTS oo

Cette derniére formule est valable pour toute matrice d’ordre deux.

,—[Déﬁnition 2.14.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Le poly-
néme caractéristique de u noté y, est le polynéme caractéristique
des d’une de ses matrices dans une base de E (ce polynéme ne dé-
pend pas du choix de cette base). Ainsi, si M est la matrice de u
dans une base % de E, on a par définition x, = yu-

Remarque : (Pour la justification de la définition précédente)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, u € L(E), 2 et B’ deux bases de
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2.2 Polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme, d’'une matrice

E. Notons M (respectivement M’) 1a matrice de u dans la base 28 (respective-
ment %’). Par la formule de changement de bases, ...........................

[Proposition 2.15.]

Soit M € 4, (K).
1. xu est un polynéme unitaire de degré n.
2. Le coefficient de X" ! dans 1M est —tr(M).
3. Le terme constant est (—1)" det(M)

Remarque : On peut résumer la proposition précédente dans la formule
suivante : Pour toute matrice M € #,,(K) on a :

X)) = X" —tr(M)X™ L+ .+ (~1)" det(M)

,—[Théoréme 2.16.}

1. Soit M € M, (K). Les valeurs propres de M sont les racines
de yy dans K.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Les
valeurs propres de u sont les racines de y, dans K.

DEmomnStration & ... ... .

Remarque : (Cas d’'une matrice triangulaire) Soit M une matrice triangu-
laire dont les coefficients diagonaux m1y1,...,mp . Alors XI,, — M est aussi
une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux .....................

[Proposition 2.17 ]

1. Soit M € 4, (K). Alors M posséde au plus n valeurs propres
deux a deux distinctes.

2. Soit u € L(E) ot E est un espace vectoriel de dimension n.
Alors u possede au plus n valeurs propres deux a deux dis-
tinctes.

DémonStration 1 ...
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

Définition 2.18.}

On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre A (d’un endo-
morphisme ou matrice), et on note my, son ordre de multiplicité en
tant que racine du polynéme caractéristique.

Remarque : ... . e e

Exemple : ... e e

,—[Théoréme 2.19.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Soit A une
valeur propre de u et mj son ordre de multiplicité. Alors

1<dim(E (u))<m,

Démonstration :  ........ ...

[Proposition 2.20.J

A
Soit M = ( une matrice par blocs. Alors yyr = xaxc

B
0o C

DEMONStration & .. ... e

[Proposition 2.21.J

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et F un sous
espace stable par u. Alors y,, divise y.

Démonstration :  ...................oiiiii i
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2.3 Théoreme de Cayley-Hamilton

2.3 Théoreme de Cayley-Hamilton

,—[Théoréme 3.22. (théoréme de Cayley-Hamilton)}

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Alors
2. Soit M € M, (K). Alors yy(M)=0

En d’autre terme, le polynéme caractéristique de u (respectivement
de M) annule u (respectivement M).

Démonstration : Admis.

Exemple: Casden=2.
Soit A € M(K). Ona ya = X2_trAX +detA. Donc A%2—(trA)A +(detA)I5 =0.

2.4 Diagonalisation

,—{Déﬁnition 4.23.]

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). On
dit que u est diagonalisable, s’il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est diagonale.

2. Soit M € My,(K). On dit que M est diagonalisable, s’elle est
semblable a une matrice diagonale c’est-a-dire s’il existe une

matrice diagonale D € ,(K) et une matrice inversible P €
Mn(K) tels que M = PDP 1,

Exemple : (matrice non diagonalisable): ............... . ...l

Remarque : Si u (respectivement M) est diagonalisable alors y, (respecti-
VemMeNt Y1) €St .ot e
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

[Proposition 4.24.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Soit 9B une
base de E et M = M z(u) la matrice de u dans la base 9B. Alors u
est diagonalisable si, et seulement si, M est diagonalisable.

DEMoONStration & ... ...

oo 4.25.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Alors u est
diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres de u.

DEmMonStration & ... ... .

Wi 4.26.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Alors u est
diagonalisable si, et seulement si, x, est scindé dans K et pour toute
valeur propre A de u, dim(E y(u)) = m .

DEmMonStration & ...

[Proposition 4.27 J

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Notons

A,...,Ar les valeurs propres deux a deux distinctes de u. Alors
r
u est diagonalisable si, et seulement si, Z dimFE) (u) =dimE.
i=1

DEmonStration & ... .

[Proposition 4.28.J

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Si x, admet
n racines distinctes, alors u est diagonalisable.
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2.4 Diagonalisation

DémonStration & ...

[Proposition 4.29. (Décomposition spectrale)]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € Z(E) un endomor-
phisme diagonalisable. Notons (p1,...,pr) la famille de projecteurs
associés a la décomposition E =E) (u)®...®E, (u). Pour tout po-
lynéme P € K[X], on a

P(w)=PA)p1+...+P(A,)p,

DémonStration 1 ...

Théoréeme 4.30.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). l'endomor-
phisme u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme
P e K[X] scindé a racines simples tel que P(u) = 0.

Exemples :

1. Projecteur @ ... e

. SYMtrie & .. e

[Corollaire 4.31.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E), A1,...,A, les
valeurs propres deux a deux distinctes de u. Alors u est diagonali-
sable si, et seulement si, [1;_,(X — A;) est annulateur de u.

DémonStration 1 ... ...

Exemple : u € £(E) tel que Sp(u) = {A}. Alors u est diagonalisable si, et
SEULEINENT S, ..ottt
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

[Proposition 4.32.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Si u est
diagonalisable et F est un sous espace vectoriel stable par u, alors
ur est diagonalisable.

DéEmonStration @ ... ...

Applications de la diagonalisation :
Calcul des puissance d’'une matrice diagonalisable : Si A est une matrice dia-

gonalisable (on dispose d’un algorithme pour calculer A%) alors il existe une
matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que A = PDP~!. Puis
A% = PD*P~1 ot D* est simple a calculer.

on peut également trouver A~! lorsque A est inversible & savoir A~ = PD~1P1,
Suites récurrentes linéaire : Soit p € N*, ao,...,ap-1 € K et (u,), une suite
vérifiant la relation de récurrence suivante :

(*)  VneN, upip=aoup+...+ap 1Unip-1

Un
Un+1
Pour n €N, on pose X, = . L0na
Un+p-1
La relation (%) est équivalente alarelation ..................................

Le terme général de la suite X,, est donné par X, = A"X. Le probléme se
ramene alors au calcul des puissance de A.

Remarque : Le polyndme caractéristique de A est y4 = X? —a p_lXp_1 -
c.—ag.

Exemple : Déterminer toutes les suites vérifiant : VneN, wu,.90=3u,+1—
D 7
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2.5 Trigonalisation

2.5 Trigonalisation

,—[Déﬁnition 5.33.}

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). On dit
que u trigonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle
la matrice de u est triangulaire.

2. Soit M € M,(K). On dit que M est trigonalisable, s’il est sem-
blable a une matrice triangulaire, c’est-a-dire s’il existe une
matrice inversible P € 4, (IK) et une matrice Triangulaire T
telles que M = PTP™ 1.

Remarque : ... e

[Proposition 5.34.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Soit 9B une
base de E et M = M z(u) la matrice de u dans la base B. Alors u
est trigonalisable si, et seulement si, M est trigonalisable.

Démonstration 1 ... ... e

b de i 5.35.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Alors u est
trigonalisable si, et seulement si, y, est scindé dans K.

Démonstration : Admis.

[Corollaire 5.36.]

Soit M € 4, (C). Alors M est trigonalisable.

Remarque : ... ... e
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CHAPITRE 2 : Réductions des endomorphismes

,—[Corollaire 5.37.} N
Soit M € #,(K) une matrice dont le polynéme caractéristique est
scindé. Alors
1 tr(M)= ) myi
AeSp(u)
2. det(M) = HAGSp(u) A,
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Chapitre 3

Probabilités

3.1 Ensembles dénombrables

Définition 1.1.]

Un ensemble est dénombrable, s’il est en bijection avec N.
Un ensemble est au plus dénombrable, s’il est en bijection avec une
partie de N.

Exemples :
1. N est dénombrable.
2. Les parties infinies de N sont dénombrables.

3. Z est dénombrable.

e 1.2.}

Un ensemble est au plus dénombrable, s’il est fini ou dénombrable.

Remarque : ... ... e

[Proposition 1.3.]

Si E et F sont des ensembles dénombrables alors E x F est dénom-
brables.

29



3.2 Famille sommables

Exemple : Sip =2, alors N? est dénombrable.

,—[Théoréme 1.4.]

1. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénom-
brables est dénombrable.

2. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles au plus dé-
nombrables est au plus dénombrable.

Remarque : ... ... .o e e

Exemple : Lensemble Q : Pour n € N*, on pose F\, ={"* /meZ}...........

Théoréeme 1.5.]

Soit I un ensemble au plus dénombrable. Si (F;);c est une parti-
tion de I, alors J est au plus dénombrable.

3.2 Famille sommables

Les familles considérés ici sont toutes indexées par un ensemble au plus dé-
nombrable.

3.2.1 Familles sommables de réels positifs

3.2.1.1 Définition et premieres propriétés

,—[Déﬁnition 2.6.}

Soit (u;);er une famille de réels positifs. On dit que la famille (u;);eg
est sommable s’il existe une constante positive M telle que, pour
toute partie finie J de I, on ait Z u; <M.
iedJ
On définit alors la somme notée Z u; de la famille sommable (u;)icr
el
comme étant la borne supérieure de ces sommes finies :

ZuizsupZui

] J finie j
iel o ied

First Prépa @ Mohamed Agalmoun

www.agalmoun.com



CHAPITRE 3 : Probabilités

Dans le cas oit une famille (u;);e; de réels positifs n’est pas som-

mable, on convient de poser Z u; =+o0o
el

Exemples :
1. Soit a € [0, 1[. On consideére la famille (a”?),, g)en xn+ - Dans cet exemple
I =N*2. Alors la famille (apd)(p’q)eN* <N+ e€st sommable. En effet ; soit JJ
une partie finie de N2 ... ... ...

2. On consideére la famille (ap ¢)p g)enz 00 ap g = Dans cet exemple

plq!
I =N?. Alors la famille (ap,¢)(p.g)enz st sommable. En effet, soit J une
partie finie de N2, ... ...

,-[Propriétés 2.7 } \

Soient (u;)ier et (v;)ier deux famille de réels positifs vérifiant; Vi €
I, v;i<u; Alors
1. Sila famille (u;);cs est sommable, alors la famille (v;);cs est
sommable.

2. Si la famille (v;);ies est non sommable alors (u;);c; est non
sommable.

Démonstration : Immédiate.

aP? )
P+q)(p,q)eN+2

pq
pour tout (p,q) € N*2, on a ;Tq S AP

Exemple: Siac€l[0,1], alorslafamille ( est sommable. En effet,

[Proposition 2.8.]

Soit (u;)ic; une famille de réels positifs, et J une partie de I (finie
ou infinie).
Si la famille (u;);c1 est sommable, alors la famille (u;);cg l'est aussi

et
Z Uu; < Z u;
ied el
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3.2 Famille sommables

Démonstration: SiK estune partie fine de /, donc ausside I,d'ou ) jeg u; <
Y ;eru;. Ainsi la famille (u;);cg est sommable et on a Y ;cju; <Y ;c1u;.

,—[Théoréme 2.9.]

Soit (u,)nen une suite de réels positifs. Alors la famille (u,)nen est
sommable si, et seulement si, la série ) , u, converge, et dans ce cas
ona:

+00
B U 0
n=0

neN

DémonStration & ...

3.2.1.2 Sommation par paquets

,—[Théoréme 2.10. ( Sommation par paquets)]

Soit (u;)ier une famille de réels positifs, et (I;)jcg une partition de
l’ensemble de 1. Alors

Tu=T (T

iel Jjed \iel;

Remarque @ ... oo e

Exemple : La famille ( est sommable :

(p+q)»? )(p,q)EN*Z
Pour n = 2, posons I, = {(p,q) € N*2 / p+ ¢ = n} cest une partie finie de N*2 de
cardinal n — 1. La famille (I,,),>2 forme une partition de N*2,

Théoreme 2.11. (Fubini)}

Soit (a; j)i,jerxJ une famille de nombres réels positifs. Alors

R EDIDNIRED IR

(i,)elxJ jediel i€l jed

2 une famille de nombres réels positifs. Alors ..
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3.2.2 Familles sommables de nombres réels ou complexes

3.2.2.1 Définition et exemple

Définition 2.12.}

Soit (u;)ic; une famille de complexes. On dit que la famille (u;);er
est sommable si la famille de réels positifs (|u;|);cr est sommable

Exemple: Soit z un complexe de module |z| < 1. La famille (277)(,, ;)en2 est
sommable.

Remarque : Si (u;)icr, (v;)ic7 sont des famille sommables et a € K, alors la
famille (1; + QU;)iel €St oo

[Proposition 2.13.]

Soit (u;)ier une famille de nombres complexes et (v;);cjune famille
sommable de nombres réels positifs, tel que pour tout i € I, |u;| < v;.
Alors la famille (u;);c; est sommable.

DémonStration @ ... ... e

3.2.2.2 Somme d’une famille sommable

Pour définir la somme d’une famille sommable de complexes, il nous faut
quelques résultats préliminaires. Commencons par le cas réels.

Pour x € R, on pose x* = max(0,x) et x~ = max(0,—x). Onadoncx=x"—x" et
x| =2 +x~.

Caractérisation de la sommabilité dans le cas réel :

,—[Théoréme 2.14.} \

Soit (u;)ie; une famille de nombres réels. Alors

La famille (u;);c1 est sommable si, et seulement si, les deux familles
(w])ier et (u;)ier sont sommables.

Dans cecasona Lierluil =Yicru] +Xieru;.

Définition de la somme d’une famille sommable dans le cas réel :
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3.2 Famille sommables

,—[Déﬁnition 2.15.]

Soit (uj)ic; une famille sommable de nombres réels. Sa somme est
notée Y ;cyu; est définie par

Sui=Yul-Yu;

el iel el

Caractérisation de la sommabilité dans le cas complexe :

e 2.16.]

Soit (u;)ie; une famille de complexes.
La famille (u;)icr est sommable si, et seulement si, les deux famille
de réels (Re(u;));er et Im(u;);e; sont sommables.

Démonstration : ......... .. ..
Définition de la somme d’une famille sommable dans le cas complexe :

,—[Déﬁnition 2.17.]

Soit (u;)ier une famille sommable de complexes.
On appelle somme de la famille (u;);cy et on note Y ;cyu; le complexe

défini par :
Z u; = ZRe(ui)+iZIm(ui)

iel el iel

.

Cas d’'une famille indexée par N (lien entre série et famille) :

,—[Théoréme 2.18.}

Soit (1, )nen une suite complexe.
La famille (u,)enN est sommable si, et seulement si, la série Y ,up
est absolument convergente.

Dans ce cas on a
+00
D un=) un
n=0

neN

DémonStration 1 ...
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—[Propriétés 2.19.]

Soient (ui)ie;, (v;)ier deux familles sommables de nombres com-

plexes et a,pB € C. Alors la famille (au; + Pv;)ics est sommables et
ona

Z(aui+ﬁvi)=a2ui+ﬁ2vi

iel iel iel

Démonstration :

L'ensemble des familles sommables (indexées par I) est un espace vectoriel
et il se note ¢1(I).

[Proposition 2.20.]

Si la famille (u;)ic; est sommable et J une partie de I, alors la
famille (u;);cg est sommable.

Démonstration :

—[Théoréme 2.21. ( sommation par paquets)}

Soit (u;)ier une famille sommable et (I ) jeg une partition de I. Alors

1. Pour tout j €, la famille (u;);e1; est sommable.

lGIj

2. La famille (Z u,-) est sommable.
jed

eton a

Fu-T ()

iel ied \iel;

Démonstration : Admis.
Cas particulier : Soit (u; ;) jerxs une famille sommable. ........ ........
Cas d’une suite double est une famille de la forme :
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,—[Théoréme 2.22. (Fubini)}

Soit (ap,q)p,q)enz une famille ( de nombres complexes) sommable.
Alors
+00 [ +00 +00 [ +oo
IRTTEDY (Z up,q) =) (Z up,q)
(p,q)eN? p=0\g=0 g=0\p=0
Exemple :

, 1
1. Etudier la sommabilité de la série double (—q)
D,q=2
+00
2. En déduire que Z Up)-1=1
p=2

,—[Théoréme 2.23.}

Si (v;)ier est une famille de complexes indexée par un ensemble (dé-
nombrable I) et o : I — I une bijection, alors la famille (v;);cs est
sommable si, et seulement si, la famille (vy(;))jer est sommable, au-

quel cas
D Ui= ) V()
iel jed

3.3 Probabilités

3.3.1 Expérience aléatoire

Certaines expériences entrainent des résultats aléatoires, c’est-a-dire qui dé-
pendent directement du hasard.

Définition 3.24.}

On appelle expérience aléatoire une expérience dont le résultat n’est
pas déterminée par les conditions initiales, i.e dépend du hasard .

1. Le mot Hasard est un mot d’origine arabe : az-zahr, le dé. Il est apparu en francais pour
signifier tout d’abord un jeu de dés, puis plus généralement un événement non prévisible, et
ar extension le mode d’apparition de ce type d’événement.
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Exemples :
1. Choisir au hasard un entier naturel n < 20.
2. Lancer un dé est noté le chiffre qui apparait.

3. Lancer 10 fois une piéce de monnaie et compter le nombre de fois ou
"face" est apparu.

4. Choisir au hasard un entier naturel

Définition 3.25.]

On appelle ensemble fondamental ou univers d’'une expérience aléa-
toire l'ensemble Q) dont les éléments sont les résultats possibles, ou
plus précisément une modélisation des résultats possibles.

Exemples : Dans les exemples précédents :
L o

2
B o e
4

3.3.2 Tribu et espace probabilisé

,-[Déﬁnition 3.26.} .

Soit Q un ensemble, et I une partie de P(X2).
On dit que I est une tribu ou une o-algebre si :

1. QeT,
2. SIA€eT, alors A°e T,
3. Si (A,), est une suite d’éléments de I, alors UAn €ET.
n
On dit que lUespace (£2,97) est un espace probabilisable ou mesu-

rable.
Un élément de T, est appelé événement.

Exemples :

1. Tribu pleine : Si Q est un ensemble, il est clair que (2,22(Q2)) est un
espace probabilisable.
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2. Tribu trivial : Si Q est un ensemble, et si on pose I = {®,Q}, alors
(Q,9) est un espace probabilisable.

3. Tribu engendrée par une partie : Si A est une partie d'un ensemble Q,
et I ={p,A,A,Q} alors (2,9) est espace probabilisable.

,—[Propriétés 3.27 }

Soit (Q,9) un espace probabilisable.
1. p=Q%T,
2. Pour toute suite (A,), déléments de I on a ﬂAn €T,
n
3. SiAq,...,A, €T, alors U A, ﬂ A; € 9. En particulier

1l<i<n l<i<n

si A,B€J alors AUB et AnNB sont des éléments de T .

DEmMonStration & ... ... e

,—[Déﬁnition 3.28.]

Soit (QQ,9) un espace probabilisable.

1. Deux événements A et B tels que AN B = @, sont dits incom-
patibles.

2. Un événement est dit élémentaire, si c’est un singleton.

3. On appelle événement contraire d’un événement A [’événe-
ment A€ le complémentaire de A dans l'univers.

4. Si A et B sont deux événements, on appelle événement A ou
B l’événement A UB, et on appelle I’événement A et B ’événe-
ment ANB.

5. On appelle systéeme complet d’événements toute suite (finie ou
infinie) d’événements non vides, deux a deux incompatibles et
dont la réunion est égale a l'univers.

Terminologie : L'événement @ est appelé ’événement impossible, et I'évé-
nement Q est appelé I’événement certain.

Remarques :

1. Un événement et son contraire sont incompatibles.
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2. Si A est un événement qui n’est pas impossible et qui n’est pas certain,
alors {A, A} est un systéme complet.

,—[Déﬁnition 3.29.]

Soit (2,9) un espace probabilisable.

On appelle mesure de probabilité sur l’espace probabilisable (Q2,9),

toute application p : I — [0,1] ayant les deux propriétés suivantes :
1. p(Q)=1, et

2. Pour toute suite (A,), d’événements deux a deux incompa-
tibles; (A;iNA; =@, i #j), la série Z p(A},) converge et on

n=0

+00
.p(LJfan):: 2:_p(f1n)
n n=0

a

Le triplet (Q2,9 , p) est appelé espace probabilisé ou mesuré.

Exemple : Soit Q un ensemble fini et I la tribu I = 2(Q), pour A € I
p(A) = :g: .....................................................................

,-[Propriétés 3.30.} ~

Soit (0,9, p) un espace probabilisé.

1. p(8)=0,
Si A,BeT et AnB =@, alors p(AuB) = p(A)+ p(B),
p(A°)=1-p(A), pour tout A€ T
Pour tous A,Be I ,ona p(AuB)=p(A)+ p(B)—-p(AnB),
Pour tous A,Be€ T tels que A S B, on a p(A) < p(B).

AR

DEMoONStration & ... ... e

Remarque : Si (Q, J ,p) est un espace probabilisé, et Aq,...,A, sont des

événement , alors p(U Aj)< Z p(A;), et si de plus les événements A; sont
i=1 i=1

deux a deux incompatibles, alors p(U Aj)= Z p(A;). Linégalité précédente

=1 i=1
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est valable dans le cas ou la suite est infinie, en appliquant le théoréme sui-
vant :

,—[Théoréme 3.31. (des limites monotones)}

Soit (2,9 ,p) un espace probabilisé.

1. Si (A,), est une suite croissante d’événements (i.e A, <
Ayi1), alors lim p(A,)=p(JA,).
n—+oo >

(V)

2. Si (A,), est une suite décroissante d’événements (i.e A,
A1), alors lim p(A,) =p(ﬂAn)
n—+oo -

Démonstration :

1. Soit (A,), une suite croissante d’événements. On commence a construire
a partir de la suite (A,), une suite (B;,), de la facon suivante :

Bo=Ao etpourn=1, onpose B,=A,\(U'JA;)=A,\A, 1

La suite (By), estunsystéme ..........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaa

2. Si (A,), est une suite décroissante d’événement, alors la suite (B,),
est une suite croissante, ou pour tout n, B, = A{. D’apres le résultat
AU L., o

+00
Remarque: Si(A,),cn estune suite d’événements, alors p(U,enAy) < Z p(Ay):
n=0
Si on pose D, = UZZOAk, alors (D,,), est une suite croissante d’événements,
et d’apres le théoréme de la limite monotone on a

n +00
p(UneNAn) = p(UneNDn) = nkglmp(Dn) = n1—1>I-PookZ:0p(An) = ,LXZ:QP(A’L)

,_[Théoréme 3.32.}

Soit Q = {w1,...,w,} un ensemble fini, I = P(Q), et (pr)i<k<n €
n
[0,1]" tel que Z pr =1, alors il existe une unique probabilité p sur

k=1
(Q,9) telle que p({wy}) = pp, pour tout 1<k <n.
Plus généralement, si Q = {w,, n € N} est un ensemble dénom-
brable et T = 2P(Q), et (pp)ren une suite de nombres positifs tels
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+00

que Z pr =1, alors il existe une unique probabilité p sur (Q,9)
k=0

telle que p({w,}) = pr pour tout k € N.

Démonstration : Pour un événement A, on pose p(A) = Z p{w}). Alors p
weA
convient.

Exemple : Probabilité uniforme : Soit QQ un ensemble non vide fini de
cardinal n. Il existe une unique probabilité p sur I = 22(Q) tel que pour

1
tout w € Q, p({w}) = —. La probabilité ainsi définie appelée probabilité uni-

forme. Plus généralement, pour toute partie A de Q on a

[A]  |A]
A:—:—
p(A) malToT

Les événements élémentaires ont méme probabilité, et on dit alors qu’ils sont
équiprobables.

Dans le cas de la probabilité uniforme, tout calcul de probabilité se résume
donc a un probléeme de dénombrement.

Si I’énoncé ne précise pas la probabilité, c’est qu’il s’agit sans doute de la
probabilité uniforme.

Exemple : On considére 'expérience aléatoire consistant a lancer un dé
non truqué et observer le résultat. Soit A ’événement « Le résultat est un
nombre impair ». Icl ....... .. e

3.3.3 Modélisation d’une expérience aléatoire

,-[Déﬁnition 3.33.} .

Une expérience aléatoire est modélisé par un triplet (2,9 ,p); o :
1. Q est I'ensemble fondamental de l'expérience,
2. 9 est une tribu sur CQ,

3. p une mesure de probabilité sur I .
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Le choix de I'ensemble (2 comporte une part d’arbitraire. Il dépend de I'idée
que l'on a, a priori, sur les résultats de ’expérience aléatoire.

Pour un probléeme donné, il y a souvent plusieurs modélisations possibles,
c’est-a-dire que le choix de ’espace de probabilité n’est pas unique.

En pratique : Lorsque Q est fini ou dénombrable, on considére en général
la tribu pleine 22(Q)). C’est le cas par exemple si Q ={1,2,3,4,5,6}, ensemble
des résultats possibles du lancer d’'un dé, ou si Q =N* | date d’apparition du
premier Pile dans une succession de lancers d’'une piéece (lorsqu’on exclut le
cas improbable ou « Pile » n’apparait jamais). Si Q) n’est pas dénombrable,
comme c’est le cas dans 'exemple d’une suite infinie de lancers (Q = ({0, 1)V,
on ne considérera pas la tribu 9 = 22(Q2), mais une tribu plus petite.

Exemples :

1. Lancer une piéce de monnaie non truquée, deux résultats possibles
P="pile"ouF="face" :ona Q= .......c.coiiiiiiiiiiiiiiiiiannnnn.

2. Lancer un dé non truqué et noté le chiffre apparait : Q= .............

3.3.4 Probabilité conditionnelle

Dans ce qui préceéde, on a parlé de la probabilité d’'un événement sans tenir
compte de la réalisation d’autres événements. En pratique, on peut considérer
plusieurs événements, certains pouvant avoir une influence sur la réalisation
d’autres événements.Par exemple : On lance deux dés, et on considere les
événements A = { la somme est = 11} et B = {le lancer du ler dé donne 6}. Il
est clair que la réalisation de B influe sur la réalisation de A.

Supposons que l'on s’'intéresse a la réalisation d’'un événement A , tout en
sachant qu'un événement B est réalisé. Si A et B sont incompatibles, alors la
question est réglée : A ne se réalise pas. Mais si ANB # @, il est possible que
A se réalise. Cependant, ’espace des événements possibles n’est plus Q tout
entier, mais il est restreint a B. En fait, seule nous intéresse la réalisation
de A a l'intérieur de B, c’est-a-dire A N B par rapport a B. Ceci justifie la
définition suivante.
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[Proposition 3.34.]

Soit (2,9 ,p) un espace probabilisé, A € I tel que p(A) > 0, pour
p(BNA)

p(A)
[0,1], B — pa(B) = p(B|A) est une probabilité sur Q, i.e (Q,9 ,p4a)

est un espace probabilisé.

B € 9 posons p(B|A) = , alors lapplication pa : I —

Démonstration : ... ... e

,—[Déﬁnition 3.35.] \

Soit (Q,9 ,p) un espace probabilisé, et A un événement tel que
p(A)>0.

pa Sappelle la probabilité conditionnelle sur Q associée a l’événe-
ment A.

[Proposition 3.36.]

Soit (A;)1<i<n une suite finie d’événements, telle que p(A1n...N
A,;)>0, on aalors;

p([NAi)=pA1)p(As]Ay)...p(AplA1N...NA, 1)
i=1

Formule des probabilités composées.

Démonstration : Par récurrence sur n.

Exemple: Une urne contient initialement 9 boules noires et 4 boules blanches.
On tire successivement 3 boules : si on tire une noire, on ’enléve, si on tire
une blanche, on la retire, et on ajoute une noire a la place. Quelle est la pro-
babilité de tirer 3 blanches a la suite ?
On note B; 'événement "La i-éme boule tirée est blanche". La probabilité re-
cherchée est p(B1nNBynBsg), d’apres la formule des probabilités composées,
on a

p(B1NBanB3)=p(B1)p(B2|B1)p(Bs|B1NBg)

Clairement, P(B1) =.... Maintenant, si By est réalisé, avant le 2-eéme tirage,
l'urne est constituée de ...... boules noires et ...... blanches. On a donc :
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PBy|By)=....... Si B; et By sont réalisés, avant le 3-eme tirage, I'urne est
constituée de ...... boules noires et ...... blanche. On en déduit P(Bg|B1 N
By)=....... Finalement P(B1NnBysnNB3g)=.......

[Proposition 3.37 ]

Soit (2,9, p) un espace probabilisé .

1. Soit (A;j)1<i<n un systeme complet d’événements de probabi-
lités toutes non nulles. Pour tout événement B nous avons;

pB)=Y p(BnA)=Y p(BIA)P(A;)
i=1 =1

2. Soit (A;)ien un systéeme complet d’événements de probabilités
toutes non nulles. Pour tout événement B nous avons;

+00 +00
pB)=Y pBnA)=Y pBIA)HPA))
1=0 1=0

Formule des probabilités totales.

Démonstration :

Exemple: Une urne contient 5 boules jaunes et 7 boules noires. On effectue
deux tirages successifs sans remise dans cette urne. Quelle est la probabilité
que la deuxieéme boule tirée soit jaune ?

On note, pour i =1oui =2:J; I'événement « La i-eme boule tirée est jaune »,
et N; I’événement « La i-eéme boule tirée est noire ». (J1,/N1) est systéme com-
plet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales on a : p(Ja) = .

[Proposition 3.38.]

Soit (w,T , p) un espace probabilisé .

1. Soit (A;)1<i<n un systeme complet d’événements de probabi-
lités toutes non nulles. Pour tout événement B de probabilité
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non nulle, nous avons;

p(Aj)p(BIAj)

p(A;))p(B|A;)
i=1

p(A;|B) =

2. Soit (Ap)nen un systeme complet d’événements de probabili-
tés toutes non nulles. Pour tout événement B de probabilité
non nulle, nous avons;

p(A;)p(BIA;))
p(A;IB)= — !

Y p(A)pBIA;)
=0

Formule de Bayes.

DéEmonStration 1  ........... i

La formule de Bayes (publiée aprés sa mort en 1763) présente un grand in-
térét car elle permet de modifier notre connaissance des probabilités en fonc-
tion d’informations nouvelles. Cette formule joue donc un role trés important
dans la statistique bayésienne.

3.3.5 Indépendance en probabilité

Définition 3.39.]

Soit (2,9, p) un espace probabilisé, A et B deux événements.
On dit que A et B sont indépendants si p(A N B) = p(A)p(B).

Remarque : Si p(B) >0, alors A et B sont indépendants si, et seulement
si, pg(A) = p(A).
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,—{Propriétés 3.40.]

Si A et B sont deux événements indépendants d’'un espace probabi-
lisé (2,9 ,p) alors :

1. Les événements A€ et B sont indépendants,

2. Les événements A° et B¢ sont également indépendants.

Démonstration : ......... ... e
Nous allons maintenant définir I'indépendance de plus de 2 événements.

,—[Déﬁnition 3.41.}

1. Soit Aq,...,A,, des événements d’un espace probabilisé
(Q,T,p). Les événements Aq,...,A, sont mutuellement in-
dépendants lorsque pour toute partie finie I de [1,n], on a

p(NAD=]]pA)

iel iel

2. Soit (A;)jen une famille dénombrable d’événements d’un es-
pace probabilisé (QQ, T, p). Les événements (A;); sont mutuel-
lement indépendant lorsque, pour toute partie finie I de N on
a

p(NAD=]]pA)
el iel

3. Soit (A;)ier une famille finie ou infinie d’événements. Les évé-
nements (A;)jer sont deux & deux indépendants si pour tous
i,j €l aveci#j, Ajet Ajsont indépendants.

Remarque : Trois événements A, B et C peuvent étre deux a deux indé-
pendant, sans que A,B et C soient mutuellement indépendants.

[Proposition 3.42.]

Si (A;); est une suite d’événements mutuellement indépendants
alors il en est de méme pour la famille (A;);
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Chapitre 4

Variables aléatoires

4.1 Variables aléatoires réelles

Dans de nombreuses expériences aléatoires, on n’est pas intéressé directe-
ment par le résultat de I'expérience, mais par une certaine fonction de ce
résultat. Considérons par exemple ’expérience qui consiste a observer, pour
chacune des n piéces produites par une machine, si la piece est défectueuse
ou non. Nous attribuerons la valeur 1 & une piéce défectueuse et la valeur 0 a
une piéce en bon état. Lunivers associé a cette expérience est Q = {0,1}". Ce
qui intéresse le fabricant est la proportion de pieces défectueuses produites

par la machine. Introduisons donc une fonction X de Q2 dans R qui a tout
n w;

w = (w1,...,0,) associé le nombre X(w) = Z —L qui correspond & la propor-
i=1

tion de pieces défectueuses associée a I’observation de w. Une telle fonction X

définie sur Q et a valeurs dans R s’appelle une variable aléatoire réelle.

,—[Déﬁnition 1.1.} \

Soit (Q,9, p) un espace probabilisé , et X : Q) — R une application.
On dit que X est une variable aléatoire si , pour tout intervalle I
de R, lensemble X 1(I)={w e Q / X(w)€ I} est un événement ( i.e
eT).

Remarque : Si 9 = 22(Q), alors toute une application X : Q — R est une
variable aléatoire, ...ttt



4.1 Variables aléatoires réelles

Notations: Nous notons X(Q2) 'ensemble des valeurs prises par la variable
aléatoire X définie sur I'espace probabilisé (2,5, p).

Lévénement X ~1({x}) se note (X = x),

Lévénement X 1(]—o0o,a]) se note (X < a),

Lévénement X 1(la, b)) se note (a <X <b)

[Proposition 1.2.]

Soit (2,9, p) un espace probabilisé et X1,...,X,, des variables aléa-
toires. Si f : R* — R est une application continue alors Uapplica-
tion w — f(X1(w),...,X,(w)) est une variables aléatoire, et se note
f(Xq,...,X,).

Remarques :

1. LaSOmMIMe . ...

[Proposition 1.3.J

Soit (Q,9, p) un espace probabilisé.

1. Si X est une variable aléatoire réelle et f : R — R est une
fonction croissante, alors f o X est une variable aléatoire.

2. Si (X,), est une suite de variables aléatoires réelles qui
converge simplement vers une application X, alors X est une
variables aléatoire.
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4.2 Fonction de répartition

Définition 2.4.}

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q,9,p). On appelle fonction de répartition de X la fonction nu-
mérique définie par : VxeR, Fx(x)=pX <x)

,-[Propriétés 2.5.} ~

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q,9,p) et Fx sa fonction de répartition, on a les propriétés sui-
vantes :
1. VxeR, Fx(x)e[O0,1],
. Fx est une fonction croissante sur R,

2

3. lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1,
x—+00

4

X——00
. Fx est continue a droite et admet une limite a gauche en tout
point de R, pour tout x e R, p(X =x) =Fx(x)-limFy.
X

5. Pour tout réels a et b tels que a < b, on a pla < X <b) =
Fx(b)-Fx(a).

DéEmonStration @  ........ ...

[Proposition 2.6.]

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2,9 ,p) ,
Fx sa fonction de répartition et x € R. La fonction Fx est continue
en x si, et seulement si, p(X =x)=0.

Démonstration :  ...................oiiiii i
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4.3 Variables aléatoires discretes

Définition 3.7.}

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q,9,p). On dit que X est une variable aléatoire discréte si l'en-
semble X(Q) est au plus dénombrable.

Remarque: SiX estune variable aléatoire discréte, alors X(Q) s’écrit sous
Jaforme .. ..o e

,—{Déﬁnition 3.8.}

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace proba-
bilisé (Q2,9 ,p), et posons X(Q) =1{xp / k €I} avec I est au plus
dénombrable. On appelle la loi de la variable aléatoire X la famille
(pr =X = x)ker

Remarque: Il estimportant de noter que les événements (X = x3)zc; forme

un systéme complet d’événements et par conséquent Z PE=uun..
kel

Lois usuelles

Loi uniforme : On dit qu'une variable aléatoire X a valeur dans [m,n] suit
la loi uniforme sur [m,n], notée % ([m,n]) si

1
p(X—k)——n_m+1 VEkelm,n]

Loi de Bernoulli : On dit qu’une variable aléatoire X a valeur dans {0, 1} suit
la loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1[, notée %B(p) si

pX=1)=p et pX=0)=1-p

Par exemple, cette loi intervient lorsque I'on modélise 1’état de fonctionne-
ment d’'un systéeme. La probabilité que le systeme fonctionne vaut p et la
robabilité que le systéme ne fonctionne pas vaut 1 — p. Cette loi s’applique
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aussi aux jeux de hasard de type binaire comme pile ou face.
Loi binomiale : On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans {0,1,...,n}
suit la loi binomiale de parameétre (n, p), notée %B(n,p) si

pX=k)=Cip*(1-p)"™* [ 0<k<n

Cette loi intervient par exemple pour modéliser le nombre de pieces défec-
tueuses dans un lot de n piéces, qui ont chacune une probabilité p d’étre
défectueuse, indépendamment les unes des autres.

Loi géométrique : On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N* suit
la loi géométrique de parametre p, notée ¥4(p) si

pX=k)=p(1-p* ! keN*

Cette loi permet de modéliser le nombre de réalisations indépendantes d’une
expérience a 2 issues (succes-échec), jusqu’a I'obtention du premier succes, si
a chaque réalisation la probabilité de succes est p.

Loi de poisson : On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la
loi de poisson de parametre A > 0, notée Z(p) si

k

A
p(X:k)ze_AE , keN

Cette loi intervient comme comportement limite de la loi binomiale lorsque
n—+ooetnl—p.

Elle intervient également pour modéliser des "événements rares". Soit N la
variable aléatoire comptant le nombre d’occurrences d’'un événement pendant
une période donnée 7. On suppose qu'un seul événement arrive a la fois, que
le nombre d’événement se produisant pendant T' ne dépend que de la durée de
cette période et que les événements sont indépendants. Si le nombre moyen
d’événements (i.e. accidents) par unité de temps (i.e. semaine) est ¢, alors on
démontre que la probabilité d’obtenir n événement pendant un temps 7T est :

P(N =n)= e—cTﬂ

First Prépa @ Mohamed Agalmoun

www.aqalmoun.com



4.4 Indépendance

4.4 Indépendance

,—[Déﬁnition 4.9.}

Soit (2,9, p) un espace probabilisé et (X, )ne une suite (finie ou in-
finie) de variables aléatoires. On dit que les variables aléatoires X,
n € I sont mutuellement indépendantes si pour toute famille d’in-
tervalles (Jy)ner, les événements (X, € J,)ner sont mutuellement
INAEPENAANES. .. ..o

Les variables aléatoires X,, n € I sont dite deux a deux indépen-
AANLCS ST v ettt et

Remarque: SiXj,...,X, sont des variables aléatoires mutuellement indé-
PENAANtES .. ..ot e

,—[Théoréme 4.10.}

Si Xq,...,X, sont des wvariables aléatoires indépendantes
et 1 < ny < ... < np = n alors les variables aléatoires
fl(Xl,---,an),fQ(Xn1+1,---,an)---,fk(Xnk_1+1,---,nk) sont in-
dépendantes (ou f1,...,[}, sont des fonctions)

Exemple : ... e

,—[Théoréme 4.11.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes discréte
alors X +Y est une variables aléatoires discréetes. Si D = X(Q) et
D' =Y(Q)alors (X +Y ) Q) = ..o
et pour tout s € (X +Y )(Q),

pX+Y =s)= Zp(X:u)p(Y:s—u)z .........
ueD

Démonstration s .................oiiiiii e
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CHAPITRE 4 : Variables aléatoires

Exemples: 2x Poisson @ .........oiiiiiiiiiii e
Poisson + Bernoulli @ ... ... i

4.5 Espérance d’une variables aléatoires

Ici, (2,9, p) désigne une espace probabilisé et X une variable aléatoire dis-
crete, puisque X(Q) est au plus dénombrable, on peut alors écrire X(Q) =
{xz , k €1,n]} dans le cas fini, et X(Q) = {x; , £ € N} dans le cas dénom-
brable. Pour % entier on pose pj = p(X = x3).

,—[Déﬁnition 5.12.]

Soit X une variable aléatoires discréte.

1. Si X(Q) = {x0,...,x,} est finie. On appelle espérance mathé-
matique de X la moyenne pondérée notée E(X) définie par :

n
EX)=) xppp
k=0

2. Si X(Q) ={x, / n eN}. On dit que X admet une espérance

mathématique si la série numérique Z X, p(X = x,) est ab-
n=0
solument convergente. Si c’est le cas appelle espérance ma-

thématique de X, la moyenne pondérée notée E(X) définie
par:

+00o
EX)=) xnp(X =x,)
n=0

Exemples: LoideBernoulli: ..............oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn.,

[Proposition 5.13.]

Si Q est au plus dénombrable et X une variable aléatoire discrete
admettant une espérance mathématiques. Alors

EX)= ) X(w)p(w)

weQ)
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4.5 Espérance d’une variables aléatoires

,—[Propriétés 5.14.]

Soient X et Y deux variables aléatoires discréte et a,b € R. On a les
propriétés suivantes :

1. Si X et Y admettent des espérances alors aX +bY admet une
espérance et on a E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y),

2. Si X =0 et admet une espérance alors E(X) =0,

3. Si |X|<Y et Y admet une espérance alors X admet une es-
pérance et on a |E(X)|<E(Y),

4. Si X est constante égale a a alors X admet une espérance et
ona, E(X)=a.

,—[Théoréme 5.15. (Théoréme de transfert)]

Soit f une fonction définie sur X(Q) et a valeurs dans R. La variable
aléatoire f(X) admet une espérance mathématique si, et seulement

si, la série Z f(xz)p est absolument convergente. Dans ce cas on a
k

+00
E(fX)=) fGrpr= ) [@pX=x)
k=0 xe€X(Q)

Remarque : Lintérét pratique de ce résultat est le suivant : on n’a pas
besoin de commencer par déterminer la loi de Y = f(X) pour calculer son
espérance, il suffit tout simplement de transférer la loi de X.

Exemple : . e

Théoreme 5.16.}

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes.
Si X et Y ont une espérance et sont indépendantes, alors XY admet
une espérance et E(XY)=EX)E(Y).
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CHAPITRE 4 : Variables aléatoires

—[Théoréme 5.17. (Inégalité de Markov)} S

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance mathéma-
tique et a € RY. Alors

E(X
p(|X|za)s¥

En particulier si X est positive alors

E(X)

pX =a)<

Démonstration : ... ...

4.6 Variance, écarte type et covariance

,-[Déﬁnition 6.18.} .

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace proba-
bilisé (2,9 ,p) et r € N. On dit que X admet un moment d’ordre r
si la variable aléatoire X admet une espérance mathématique. Si
c’est le cas le moment d’ordre r de X est p(X) :=E(X").

[Proposition 6.19.J

Si une variable aléatoire X admet un moment d’ordre r. Si k €
[1,7], alors X admet un moment ordre k.
Si X(Q) est fini alors X admet des moments a tous les ordres r € N.

Démonstration: Lecasinfini ............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn..

,—[Déﬁnition 6.20.]

On dit que X admet une variance si la variable aléatoire X — E(X)

admet un moment d’ordre 2. On appelle variance de X la valeur

V(X)=E(X-E(X))?). On appelle Uécart type de X la valeur o(X) =
V(X).
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4.6 Variance, écarte type et covariance

,—[Théoréme 6.21.}

1. X admet une variance si, et seulement si, X2 admet une es-
pérance mathématique.

2. Formule de Huygens : Si X admet une variance alors

V(X)=EX?) -E(X)>?

DémonStration 1 ... ...

Propriétés 6.22.]

Soit X une variable aléatoire admettant une variance et a,b € R

alors V(aX +b) = a2V(X).

DémonStration 1 ... ...
Vocabulaires :

1. Si E(X)=0, on dit que X est une variable aléatoires contrée,

2. Si V(X) =1, on dit que X est une variable aléatoire réduite,

X-EX
3. Si X admet une variance non nulle, la variable X* = ﬁ est dite
o

centrée et réduite associée a X.

,—[Théoréme 6.23. (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev)J—

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors
pour tout € >0on a

V(X)
&2

p(X-EX)| z¢e)<

DémonStration 1 ... ...
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CHAPITRE 4 : Variables aléatoires

,—{Déﬁnition 6.24.}

Soit X et Y deux variables aléatoires ayant une variance. La cova-
riance de X et Y de réels défini par

Cov(X,Y)=E(X -EX))(Y -E(Y))

Remarque : Si X et Ysont deux variables aléatoires ayant une variance
alors

Cov(X,X)=V(X) Couv(X,Y)=Couv(Y,X)

,—[Propriétés 6.25.]

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes ayant une variance.
1. Formule de Huygens : Cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y).
Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y)=0.

2. X +Y admet une variance et
VX+Y)=VX)+2Couv(X,Y)+V(Y)

Side plus X et Y sont indépendantes alors V(X+Y)=V(X)+
V()

3. Si (X;)jes est une famille finie de variables aléatoires deux a

deux indépendantes qui admettent une variance, alors ZX 8
iel
admet une variance et on a

VQ_ X)=) V(X))

el el

4.7 Vecteurs aléatoires

DA 7.26.}

Soient X1,...,X, des variables aléatoires discrétes sur un espace
probabilisé (QQ, 9, p). Lapplication Z : QQ —c R" définie par Z(w) =
X1(w),...,X,(w)) est appelé vecteur aléatoire, notée (X1,...,Xn).
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4.7 Vecteurs aléatoires

On appelle la loi du vecteur (X1,...,X,) la famille

(P(X1=x1)N...0(Xp = %0 (xy,...x6,)eX1(Q)x.. X0 (Q)

Remarque: Casden=2:SiX etY sont des variables aléatoires, le vec-
teur (X,Y) est appelé couple de variables aléatoires et la loi du coupe (X,Y)
est donnée par (p((X =x) N (Y = ), yex@xy Q) appelé loi conjointe.

La fonction de répartition : Soit Z = (X4,...,X,) un vecteur aléatoire, la
fonction de répartition de Z est la fonction Fz : R* — R définie par

Fz(x1,...,x,) :p((Xl <xp)N...NX, <x,))

Si les variables aléatoires X1,...,X, sont mutuellement indépendantes alors
pour tout (x1,...,x,) € R"?,

Fz(x1,...,x5)=Fx,(x1)...Fx, (x,)

,_[Théoréme 7.27.} .

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Alors
1. Pour tout (x,y) e X(Q)xY(Q); p(X =x,Y =y))=0,
2. Pourtout x€X(Q), ona pX=x)= ) pX=xY=y),

yeY(Q)
3. Pourtout yeY(Q),onapY =y)= ) pX=xY=y)
xeX(Q)
4 ) ) pX=xY=y= ) ) pX=xY=y=1
2EX(Q) yeY(Q) yEY () xeX(Q)

Démonstration @ ........... i

Définition 7.28.]

Les variables aléatoires X et Y sont appelés les variables margi-
nales du couple (X,Y). Les lois des variables aléatoires X et Y,
sont appelées les lois marginales du couple (X,Y).
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CHAPITRE 4 : Variables aléatoires

[Proposition 7 .29.]

Soient X et Y deux variables aléatoires discréetes. alors, les va-
riables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si,
pour tout (x,y) e X(QxY(Q), p(X =x,Y =y)=pX =x)p(Y =y).

[Proposition 7 .30.]

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires et g : X(Q)xY (Q) —R.
Alors la variable aléatoire g(X,Y ) admet une espérance si, et seule-
ment si, la famille (xyp(X = x,Y = ¥))x,y)ex@)xy Q) est sommable,
et dans ce cas

E(gX,Y)) = > 8, y)pX =x,Y =y)
(@,0)eX(Q)xY(Q)

[Corollaire 7 .31.]

Soient X, Y deux variables aléatoires discretes. Si X et Y admettent
des variances, alors XY admet une espérance et on a

EXY)= > xypX =x,Y =y)
(,9)eX( Q)XY (Q)

4.8 Fonction génératrice

,—{Déﬁnition 8.32.}

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction
génératrice de X la fonction :

+00
Gx:t—Et*)=Y p(X =h)t"
k=0

Remarque :

1. La fonction Gx est la somme de la série entiere Z pX = k)tk.
k

2. Gx(1)=1.
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4.9 Fonction génératrice d’'une somme

3. Le rayon de convergence de la série entiére Z pX = k)t* est au moins
k
égale a 1.

,—[Propriétés 8.33.}

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
1. La fonction Gx est définie au moins sur [-1,1].
2. La fonction Gx est continue au moins sur [-1,1].

3. La fonction Gx est de classe €°° au moins sur |—1,1][.

DEmonStration 1 .......... i

Remarque: SiX estfiniealors ............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiian,

[Proposition 8.34.]

Soit X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans N. Alors
Gx =Gy si, et seulement si, X et Y ont méme loi.

DémonStration 1 ...

Fonction génératrices pour les lois usuelles :

S1 X o BB & et e e e s
T, G G )
S1 X = (D) & et e
S1X = B2 A) 1 ettt

4.9 Fonction génératrice d’'une somme

Théoreme 9.35.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes valeurs
dans N. Alors Gx .y =GxGy.

Démonstration : ....... ...
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CHAPITRE 4 : Variables aléatoires

[Corollaire 9.36.]

Si X4,...,X, sont indépendantes et a valeurs dans N. Alors

Gx,+.+x,=Gx,...Gx,.

Démonstration: Parrécurrencesurn=1: .........ccoiiiiiiiiiinnnnnnnn.

[Proposition 9.37 J

Soient X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant

n
toutes une loi de Bernoulli de parameétre p et S, = Z Xp. Alors
k=1
S, suit la loi binomiale %(n, p).

DémonsStration @ ...

4.10 Espérance et variance

,—{Théoréme 10.38.] .

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.

1. X admet une espérance si, et seulement si, Gx est dérivable
en 1, auquel cas E(X) = G'(1).

2. X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, Gx admet
une dérivée seconde en 1, auquel cas EX?) = GS’((l) +E(X).

First Prépa @ Mohamed Agalmoun

www.aqalmoun.com



4.10 Espérance et variance
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Chapitre 5

Espaces préhilbertiens
(PCSI)

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont des espaces vectoriels
sur R.

5.1 Produit scalaire sur un espace vectoriel

5.1.1 Définition et exemples

,—[Déﬁnition 1.1.}

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E toute forme
bilinéaire symétrique définie positive, c’est-a-dire toute application
¢ :E x E — R vérifiant les propriétés suivantes :

1. Vx,x',ye E, VAER, px+Ax',y) = p(x,y)+ Ap(x', y) (linéarité
par rapport & la premiere variable).

2. Vx,y,y €E, VAER, @x,y+Ay") = p(x,y)+ Ap(x,y") (linéarité
par rapport & la deuxieme variable).

3. Vx,yeE, p(x,y) = @(y,x) ( symétrique).
4. Vx e E, p(x,x) =0 ( positivité ).

5. VxeE, p(x,x) =0 si, et seulement si, x =0 ( définie).

Notation : Si ¢ est un produit scalaire sur E, le réel ¢(x,y) se note souvent
par :
(xly) ou x.you (x,y)

63



5.1 Produit scalaire sur un espace vectoriel

Remarque: Si ¢ est une forme symétrique, alors ¢ est linéaire par rapport
a la premiere variable si, et seulement si, elle est linéaire par rapport a la
deuxiéme variable.

Exemples :

1. Lapplication (R*)? — R définie pour x = (x1,...,%,) et ¥ = (y1,...,y,) par
n

(x|y) = Z Xy, est un produit scalaire sur R” appelé produit scalaire
k=1
Des produits scalaires usuelles canonique,

2. Lapplication (A,B) — (A|B) = tr(!AB) définie un produit scalaire sur
M (R).

b
3. Lapplication (f,g)— (f|g) = f f g définie un produit scalaire sur 6 ([a, b],R).

a

1 21
4. Dlapplication (f,g)— (flg) = o f f g définie un produit scalaire sur
T Jo

Pespace vectoriel €, (R,R) des fonctions 27-périodique sur R.

5. Lapplication (X,Y)— ‘XY définie un produit scalaire sur .4, 1(R) ap-
pelé produit scalaire canonique.

,—[Déﬁnition 1.2.]

1. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire.

2. Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension
finie.

[Proposition 1.3. ( Inégalité de Cauchy-Schwarz)]

Soit (.,.) un produit scalaire sur E.
Pour tous x,y € E, on a

(x, )% < (2, 2)(y,y)

Avec égalité si, et seulement si, la famille (x,y) est liée.
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CHAPITRE 5 : Espaces préhilbertiens (PCSI)

5.1.2 Norme associée a un produit scalaire

D& e 1.4.}

Soit E un espace préhilbertien, pour x € E le réel \/{x,x) s‘appelle la
norme de x et se note || x|, ainsi ||x| := /{x,x).

[Proposition 1.5.]

1. Pourtout x€E, |x|| =0 et |x|| =0 si, et seulement si, x =0
2. Pourtout x€ E, et LeR, [|[Ax| =|A]llx]|

3. Pourtousx,yeE, |x+y| < |x|+|lyl (Inégalité triangulaire).

Remarque: Soitx,ye€ E, alors |{x,y)| < ||x|||ly|l avec égalité si, et seulement
si, la famille (x,y) est liée.

Définition 1.6.]

)
Lapplication x — ||x|| est appelée la norme associée au produit sca-
laire (,).
Remarque : Inégalité triangulaire renversé : pour tous x,y € E, on a Cette inégalité entraine la

continuité de la norme

el =Nyl =< llx =yl

[Proposition 1.7 ]

Soit (,) un produit scalaire sur E. Lapplication d : ExE — R définie
par d(x,y) = ||lx — y| vérifies les propriétés suivantes :

1. d(x,y)=0et d(x,y) =0 si, et seulement si, x =y
2. d(x,y)=d(y,x)
3. d(x,2)<d(x,y)+d(y,z)

Ainsi d définie une distance sur E.
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5.2 Orthogonalité

[Proposition 1.8.J

Soit E un espace préhilbertien.

1. Vx,y€E, llx+yl2+ lx— I = 20|12 + [l y11?) (identité du pa-
rallélogramme).

2. Va,y€E, (x,y) = 2(llx+y12 = %% = [¥1%) = 2(llx + y11% - lx —
y11?) (identité de polarisation).

Remarque : Lidentité de polarisation permet d’exprimer le produit sca-
laire en fonction de la norme.

5.2 Orthogonalité

5.2.1 Vecteurs et sous espaces orthogonaux

,—[Déﬁnition 2.9.}

Soit (E,{,)) un espace préhilbertien réel.

1. On dit que les deux vecteurs x et y sont orthogonaux si
(x,y)=0.On note x L y

2. On dit que x est orthogonale a une partie A de E si pour tout
a€A, (x,a)=0. On note x 1. A.

3. On dit qu’une famille de vecteurs (x;); est orthogonale si pour
tous i,j avec i # j, (x;,x;) = 0.

4. On dit que deux parties A et B sont orthogonaux si pour tout
x€Aettout yeB, (x,y)=0. On note A L B

5. On appelle lorthogonal d’'une partie A , l'ensemble A+ :={x €
E/VyeA (x,y)=0}

Exemple : E = R* muni du produit scalaire canonique, et F = {(x,y,2,t) €
E|x-2y+z-3t=0}alors (1,-2,1,-3)e F+
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CHAPITRE 5 : Espaces préhilbertiens (PCSI)

[Proposition 2.10.]

Soit (E,<,)) un espace préhilbertien réel , A et B deux parties de E
1. A" est un sous espace vectoriel de E .
2. At =Vect(A)*
3. SiAcBalors BtcA*
4. {0} =EetE*-=0.

[Corollaire 2.1 1.]

Soit E un espace préhilbertien et F = Vcet(e1,...,e,) un sous espace
vectoriel de E. Soit x € E, les propriétés suivante sont équivalents :
1. xe€ FJ' Un vecteur est orthogonal a F s’il
. est orthogonal a une famille
2. Pourtout 1<i<p, (x,e;)=0. génératrice de F

[Proposition 2.12.J

Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien E.
1. La somme F + F* est directe, c’est-a-dire F nF+ = {0}.
2. FcF+t

IDE e 2.13.}

Un vecteur x € E est dit unitaire ou normé si |x| =1

x
Remarque : Sixe E\{0}, alors les deux vecteurs + — sont unitaires.

llxll

Définition 2.14.JL

On dit qu’une famille de vecteurs (x1,...,x,) est orthonormée si pour
tous i,j €{1,...,p}, (x;,x;) =6;j.

o |1 s i=j,
"”6‘1‘{0 si i#)

Exemple : Dans R"” muni du produit scalaire canonique, la base canonique
est une famille orthonormée.
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5.2 Orthogonalité

Définition 2.15.]

Une base orthonormée est une famille qui est a la fois base et ortho-

normeée.

Exemple : La base canonique de E = R" est une base orthonormale de E
muni du produit scalaire canonique.

[Proposition 2.16.]

1. Si (x;)1<i<p est une famille orthogonale, formée de vecteurs
non nuls, alors elle est libre.

2. Si (x;)1<i<p est une famille orthonormée , alors elle est libre.

,—[Théoréme 2.17. (Théoréme de Pythagore)}

1. Soient x,y € E, alors x L y si, et seulement si, ||x+y||2 = lxl%+

Iy 11?.
2. Si (x;)1<i<n est une famille orthogonale, alors

n n
2 2
1) 2% =) Il
i=1 i=1

5.2.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

,—[Théoréme 2.18.}

Soit (E,{(,)) un espace préhilbertien réel, et (v1,...,v,) une famille
libre de E. Alors il existe une famille orthonormée (e,...,ey,) telle

que
Pour tout k €{1,...,n}, Vect(eq,...,er) = Vect(vy,...,vp).
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CHAPITRE 5 : Espaces préhilbertiens (PCSI)

Procédé d’orthonormalisation : Soit (vq,...,v,) une famille libre de E, et
posons : e = ”5—1” normalisation du vecteur vy, et pour £ > 1,

-1

k
ve— ) (vgleide;
i=1

ep =

k-1
lor, — Y (vleye;ll
i=1

Alors la famille (eq,...,e,) et orthonormale et, pour tout 1 < % < n, Vect(ey,...,ep) =
Vect(v1,...,vz).

Remarque : DLalgorithme précédent fournit une méthode pour construire
des bases orthonormale a partir d’'une base quelconque.

Exemple : Orthonormaliser la famille suivant (1,X,X?2) de R[X], pour le
1
produit scalaire (P,®) :f P(H)Q)dt.
0

W deme 2.19.}

Tout espace euclidien non nul admet au moins une base orthonor-
male.

[Proposition 2.20.]

Soit E un espace euclidien. Toute famille orthonormale de E peut
étre complétée en une base orthonormale de E.

,—[Théoréme 2.21 )

Y,
Soit E un espace euclidien et B =(e1,...,e,) une base orthonormale
de E,
n
1. Pourtoutx€E, x = Z (xlep)ep.
k=1
n
2. Pour tout x,y € E, (x|y)= Z (xlep)(ylep). Les coordonnées d’un vecteur et
k=1 lexpression du produit scalaire
n dans une b.o.n de E
3. Pour tout x€E, ||x|? = (aclek)2
k=1
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5.2 Orthogonalité

5.2.3 Projecteur orthogonaux

[Proposition 2.22.]

Soit E une espace préhilbertien et F un sous espace vectoriel de E
de dimension finie, B = (e1,...,ep) une base orthonormale de F.

P
Pour tout x€ E, x— Z(xlek)ek eFt,
k=1

[Proposition 2.23.]

Si F est un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace
préhilbertien E, alors
E=FeoF*

Si E est de dimension finie, alors dimE = dimF +dim F* c’est-a-dire
dimF! = dimE - dimF.

,—[Déﬁnition 2.24.}

Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace pré-
hilbertien E. La projection pr sur F parallélement & F* est appelée
projection orthogonale sur F.

La symétrie sg par rapport & F parallélement & F+ est appelée la
symétrie orthogonale par rapport a F.

,—[Théoréme 2.25.}

Soit E une espace préhilbertien et F un sous espace vectoriel de
dimension finie, Bp = (e1,...,ep) une base orthonormale de F.

P
Expression de la projection 1. Pourtout xe€ E, pr(x) = Z (xlep)ep.
orthogonale dans une b.o.n de F k=1

2. Pourtout x€ E, |prx)| < x| (inégalité de Bessel).
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CHAPITRE 5 : Espaces préhilbertiens (PCSI)

Définition 2.26.}

Soit F un sous espace vectoriel de E. On appelle distance de x a F,

le réel déﬁm par En effet 'ensemble
_ _ {llx — yll /y € F} est une partie non
d(x’F) N ;2;" Il y I vide de R et minorée donc admet

une borne inférieure

W 2.27.}

Soit F' un sous espace vectoriel de E et x € E, on a

1. Vy€ePF, |lx—pr@)| <lx-yl
2. Vy€eF, |x—pr@)l =llx -yl si, et seulement si, y = pp(x)

[Corollaire 2.28.]

Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie de E et x € E,

alors
d@x,F)=lx—pr@)l = lpp@) = /1212 - | prx)|2

5.3 Suite orthonormale

& e 3.29.]

Soit E un espace préhilbertien et (ey,),en Une suite d’éléments de E.
On dit que (ep,)neN est une suite orthonormale si pour tout n,m €N,
(en,em) =Onm.

1 2
Exemple: Soit E =%([0,27],R) muni du produit scalaire {f,g) = - f(®g®)dt.
0

Pour n € N, on note e, la fonction définie par eg(t) = % et e, (¢) = cos(nt) pour
n=1. La suite (e,), estorthonormale. ............... ..o ...
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5.3 Suite orthonormale

[Proposition 3.30.]

Soit E un espace préhilbertien, (e,)nen Une suite orthonormale et

x € E. Alors la série X:(ac,e,l)2 converge et on a
n

+00 9 9
Y (x,en)” < x|
n=0
Inégalité de Bessel
Démonstration : ............... e
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Chapitre 6

Endomorphismes dans les
espaces euclidiens

6.1 Formes linéaires sur un espace euclidien

Soit E un K-espace vectoriel, une forme linéaire sur E est une application
linéaire f : E — K (une application linéaire de E et a valeurs dans K).

Soit E un espace euclidien et y € E, 'application x — (x,y) est une forme
linéaire sur E.

—[Théoréme 1.1. (théoréme de Riez)} \

Soit E un espace euclidien [ une forme linéaire sur E, alors il existe
un unique y € E tel que, pour tout x € E

flx)=(x,y)

DEMoONStration & ... ... e

6.2 Matrices orthogonales

DA P o 2.2.]

Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si 'AA = I, c’est-a-dire
A est inversible et A1 =tA. Lensemble des matrices orthogonales
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6.2 Matrices orthogonales

de M, (R) se note O, (R).

Exemples : ...

[Proposition 2.3.]

Soit A € 4, (R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Ae0,(R),

2. Les vecteurs colonnes de A forme une base orthonormales de
M, 1(R) pour le produit scalaire canonique.

3. Les vecteurs lignes de A forme une base orthonormale de
A1 ,(R) pour le produit scalaire canonique.

DEmonStration 1 ... ...

[Proposition 2.4.]

O (R) est un sous groupe de Gl, (R) c’est-a-dire
1. I,€0,(R).
2. Si A,Be0,(R), alors AB € 0,(R).
3. Si A€0,R), alors A~ € G, (R).

DEmonStration & ...

[Proposition 2.5.]

Si A€0,(R) alors detA = +1.

Démonstration : ......... ... e
Soit A € G,,(R). Si det(A) = 1 on dit que A est une matrice orthogonale positive
ou directe, dans le cas contraire on dit qu’elle est négative ou indirecte.

Exemple :
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CHAPITRE 6 : Endomorphismes dans les espaces euclidiens

Définition 2.6.}

Lensemble 0 ,(R) ={A € 0,(R) / detA = 1} appelé groupe spécial
orthogonal.

[Proposition 2.7 ]

Si A e€0,(R) alors Sp(A)c{-1,1}.

DEmonsStration : ... ...

[Proposition 2.8.]

Soit E un espace euclidien et 98B,%' deux bases orthonormales de E.
La matrice de passage P = Pgr est une matrice orthogonale.

DEmonStration @  ........ ...

Remarque: Si 2 et %' sont deux bases orthonormales de E, alors detg(%’) =
BEE(P L ) = ..

Sidetzg(B')=1,8l0TS ...t

D& 2.9.}

Soit E un espace euclidien, 98 et %' deux bases orthonormales de
E. On dit que 9B et %' ont méme orientation si detg(%A') > 0.

Remarque : Soit E un espace euclidien, 9 et %8’ deux bases orthonormales
de E. Alors %8 et 98’ ont méme orientation si, et seulement si, ...............

,—[Déﬁnition 2.10. (Orientation)}

Soit E un espace euclidien. Orienter l'espace E c’est choisir une
base orthonormale (de référence) B. Une base 9B’ est dite directe
si detgzg(B') > 0, et elle est dite indirecte dans le cas contraire.
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6.3 Isométrie vectorielle

Remarque : Soit E un espace euclidien orienté (par 98), alors % est ......

,—[Théoréme 2.11.}

Soit E un espace euclidien orienté, 9B et %' deux bases orthonor-
males directes. Alors pour tous v1,...,v, €E, on a

det %(v1,...,v,) =det g (v1,...,0,)

Démonstration :

6.3 Isométrie vectorielle

,—[Déﬁnition 3.12.}

Soit E un espace euclidien et u € £(E). On dit que u est un endo-
morphisme orthogonal ou isométrie vectorielle si pour tout x € E,
)l = llx|.

On notera O(E) l'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Exemples : Soit E un espace euclidien.
1. Lendomorphisme Idg est une isométrie vectorielle.

2. Soit F' un sous espace vectorielle de E et sy la symétrie orthogonale
par rapport a F', alors sg est une isométrie vectorielle.................

[Proposition 3.13.]

Soit E un espace euclidien et u € £(E). Les assertions suivantes
sont équivalents :

1. u endomorphisme orthogonal de E,

2. Pourtous x,y € E, (u(x),u(y)) = (x,y).

DEMoONStration & ... o
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CHAPITRE 6 : Endomorphismes dans les espaces euclidiens

[Proposition 3.14.]

Soit E un espace euclidien. Si u est un endomorphisme orthogonal
alors u est un automorphisme. Autrement dit O(E) < GI(E).

Démonstration : ............ i

,—[Théoréme 3.15.] \

Soit E un espace euclidien et u € £(E). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. ueOE),

2. u transforme toute base orthonormale de E en une base or-
thonormale de E,

3. u transforme une base orthonormale de E en une base ortho-
normale de E.

DémonStration @ ...

Theorome 3.16.}

Soit E un espace euclidien, 9 une base orthonormale de E et u €
L(E). Alors u est un endomorphisme orthogonal si, et seulement si,
Mp(u) est une matrice orthogonale.

Démonstration :
[Proposition 3.17 ]

Soit E un espace euclidien. Alors O(E) est un sous groupe de GI(E).

DEmonStration & ...

[Proposition 3.18.]

Soit E un espace euclidien et u € O(E), alors det(u) = +1.
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6.3 Isométrie vectorielle

DémonStration & ...

,—{Déﬁnition 3.19.]

Soit E un espace euclidien et u € O(E).
1. On dit que u est une isométrie directe ou positive ( ou rota-
tion) si det(u) = 1.
2. On dit que u est une isométrie indirecte ou négative si
det(u)=-1.

3. Lensemble SO(E)={ucO(E)/ detu =1} est un sous groupe
de O(E) appelé groupe spécial orthogonal ou groupe des ro-
tations vectorielles de E.

Remarque :
1. Idg € SOE).
2. Siu,ve SOE), alors uv € FO(E).
3. Siue SOE),alors u! e OE).

Définition 3.20.]

Soit E un espace euclidien. Une réflexion est une symétrie orthogo-
nale par rapport & un hyperplan de E.

Remarque: uréflexion ..............oiiiiiiiiiii ittt

[Proposition 3.21.]

Soit E un espace euclidien et u une réflexion de E. Alors det(u) = —1.

DEmonStration & ...

[Proposition 3.22.]

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme orthogonal de
E. Si F est un sous espace vectoriel de E et stable par u, alors F+
est stable par u
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CHAPITRE 6 : Endomorphismes dans les espaces euclidiens

DEmMonStration & ...

6.3.1 Groupe orthogonal en dimension 2 et 3

Groupe orthogonal en dimension 2 :
cosf —sin 9)

P R =
our 0 € R, on pose Rg (sin@ cos0

[Proposition 3.23.J

1. Pour tout 0,0’ €R, Rg.g' = RgRg'.
2. Pour tout 6 € R, Ry est inversible et R;l =R_g='Ry.
3. Pour tout O R, Rg € S0 2(R).

DEMONStration & ... . o e

Théoréeme 3.24.}

FO2R)={Rg /0 €R}.

DEmMonStration & ... ... . .

[Corollaire 3.25.]

Le groupe F#0s(R) est commutatif i.e pour tous A,B € FLO2(R),
AB =BA.

DemMonStration & ...

[Proposition 3.26.]

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2, 98 une base or-
thonormée directe de E et u € SO(E). Alors il existe un réel 6 unique
modulo 27 tel que Mp(u)=Ryg.

DEmonStration @ ...
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6.3 Isométrie vectorielle

,—[Théoréme 3.27.}

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2, et u € SO(E).
Alors il existe un réel 0 unique modulo 21 tel que pour toute base
orthonormée directe B, M z(u) = Ry.

On dit que 6 est une mesure d’angle de la rotation u.

Démonstration :

Groupe orthogonal en dimension 3 :
Dans ce paragraphe E est un espace euclidien de dimension 3.

[Proposition 3.28.]

Soit u € SO(E).
1. 1 est une valeur propre de u,

2. Siu #1dg, alors le sous espace propre de u associé a la valeur
propre 1 est une droite vectorielle.

Démonstration :

[Proposition 3.29.]

Soit A € LO3(R).
1. 1 est une valeur propre de A.

2. Si A # 13, alors le sous espace propre de A associé a la valeur
propre 1 est une droite vectorielle.

Démonstration : C’est la version matricielle du résultat précédent.

,_[Théoréme 3.30.}

Soit u € SO(E). 1l existe une base orthonormale 98 = (e1,e9,e3) et
0 € R, tel que
1 0 0
Mp(u)=[0 cosf —sinf
0 sinf cosf
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CHAPITRE 6 : Endomorphismes dans les espaces euclidiens

On dit que 0 est une mesure d’angle de la rotation u.

Démonstration : Soit u € O(E). Si u =1dg, dans ce cas 0 =0.
Supposons que u # Idg. Dans ce cas dimE(u) = 1. Soit F' = El(u)l c’est un
plan vectoriel. ....... ... i e

6.4 Endomorphismes autoadjoints

,—[Déﬁnition 4.31.]

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme de E. On dit
que u est un endomorphisme autoadjoint ( ou endomorphisme sy-
métrique), si pour tout x,y € E

(u(x),y) = {x,uly))

Lensemble des endomorphismes autoadjoints de E se note & (E).

Exemple : I'’endomorphisme Idg est autoadjoint.

Remarque : .#(E) est un sous espace vectoriel de Z(FE).

[Proposition 4.32.]

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de
E. Si F est un sous espace vectoriel de E et stable par u, alors F*
est stable par u.

DEmonStration & ...

[Proposition 4.33.]

Soit E un espace euclidien, u un endomorphisme de E, 98 une base
orthonormale de E et A = M z(u). Alors u est un endomorphisme
autoadjoint si, et seulement si, la matrice A est symétrique.

First Prépa @ Mohamed Agalmoun

www.aqalmoun.com



6.4 Endomorphismes autoadjoints

Démonstration :

[Proposition 4.34. (projecteurs orthogonaux)J

Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Alors p est un
endomorphisme autoadjoint si, et seulement si, p est une projection
orthogonale (i.e Imp = (ker p)*).

[Proposition 4.35.]

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Les
sous espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux, c’est-a-dire
(Ex(u) LEy(u)si A£A).

Démonstration : Soit z un endomorphisme symétrique et A,A’ deux va-
leurs propres distinctes de u. Soit x € Ey(u) et y € E y/(u).

Démonstration :

,—{Théoréme 4.36. (Théoreme spectral)}

Soit E un espace euclidien. Tout endomorphisme symétrique u de
E est diagonalisable dans une base orthonormale de E. En d’autres
termes il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs
propres de u.

Démonstration : Admis.

Remarque : Si u est autoadjoint alors son polynéme caractéristique y, est
scindé sur R et E est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de

u.
,—[Théoréme 4.37. (Théoreme spectral version matricielle)]—

Soit A € M, (R) une matrice symétrique réelle. Alors il existe une
matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que

A=PDP 1=PA'P
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CHAPITRE 6 : Endomorphismes dans les espaces euclidiens

On dit alors que A est orthogonalement diagonalisable.

Démonstration: On muni R” du produit scalaire canonique. Soit u ’endo-
morphisme de R” canoniquement associé a A. Notons % = (eq,...,e,) la base
canonique de R", et notons que c’est une base orthonormale de R™ ...........

,-[Déﬁnition 4.38.}

Soit u € F(E) un endomorphisme autoadjoint.
1. On dit que u est positif si pour tout x € E, {(u(x),x) = 0.

2. On dit que u est défini positif si pour tout x € E \ {0},
(u(x),x) > 0.

Lensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (resp. défini
positifs) se note ' (E) (resp. #*(E)).

Remarque : Un endomorphisme autoadjoint u est défini positifsi ........

,—[Théoréme 4.39.} .

Soit E un espace euclidien et u € #(E) ( un endomorphisme au-
toadjoint).

1. u est positif si, et seulement si, toutes les valeurs propres de
u sont positives ( Sp(u) S R.).

2. u est défini positif si, et seulement si, toutes les valeurs
propres de u sont strictement positives ( Sp(u) < R}).

J

Notation : .#,(R) désigne ’ensemble des matrices carrées, réelles symétrique
(d’ordre n).

,-[Déﬁnition 4.40.}

Soit A € #,(R) une matrice réelle symétrique.
1. On dit A est positive si pour tout X € 4, 1(R), IXAX =0.
2. On dit A est définie positive si pour tout X € 4, 1(R)\ {0},
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6.4 Endomorphismes autoadjoints

IXAX > 0.

Lensemble des matrices symétriques positives (resp. définie posi-
tives) se note &, (R) (resp. &, *(R)).

Remarque : Une matrice symétrique A est définie positive ...............

,—[Théoréme 4.41.}

Soit A € #,(R) une matrice réelle symétrique.

1. A est positive si, et seulement si, toutes les valeurs propres de
A sont positives ( Sp(A) S R,).

2. A est définie positive si, et seulement si, toutes les valeurs
propres de A sont strictement positives ( Sp(A) S RY).

DémonStration 1 ... ...
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Chapitre 7

Variable aléatoire a densiteé

7.1 Loi a densité

,—[Déﬁnition 1.1.}

Soit X une variable aléatoire . La fonction de répartition de X est
la fonction Fx définie par :

Fx(x)=pX =x)

[Proposition 1.2.]

Soit X une variable aléatoire, et Fx sa fonction de répartition.
1. Fx est croissante,
2. Fx est continue a droite en tout point de R et l}cr_nFX =Fx(x)—
p(X =x).

3. lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1.
X——00 X—+00

Remarque : La fonction de répartition caractérise la loi d’'une variable
aléatoire réelle : la connaissance de Fx permet de calculer p(X € I) pour tout
intervalle I.

La continuité de F'x en un point x est équivalent a p(X =x)=0
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7.1 Loi a densité

,—[Déﬁnition 1.3.}

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R. On dit que X est
a densité, si sa fonction de répartition Fx est continue sur R est
de classe € sur R privé d’'un sous ensemble fini F (éventuellement
vide).

On appelle densité de X la fonction fx définie sur R par fx(x) =
Fi(x)six€R\F et fx(x)=0six€eF.

Exemple : Soit X une variable aléatoire a densité de densité fx. Détermi-
nerunedensité de Y = X2 1 ... ...

[Proposition 1.4.]

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité fx.

1. fx est positive continue sur R\ F,
+00
2. Lintégrale f [x(t)dt converge et vaut 1.
—0o0

3. Pour tout intervalle I de borne supérieure b et inférieure a,

b
p(XeD)= f Fx(Bdt.

DémonStration & ... ... ..

Remarque : Si X admet une densité, et a € R, alors la probabilité qu’elle
prenne la valeur a est nulle, puisque
a

pX=a)=pXe [a,a])zf f(@®)dt=0.

Remarque : la fonction de répartition permet de calculer la probabilité de
tomber dans n’'importe quel intervalle, par exemple

b
p(aSXSb)=p(XSb)—p(X<a)=p(XSb)—p(XSa)=f

ft)dt -

[* rwdi=F®)-Fw.
J—00
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CHAPITRE 7 : Variable aléatoire a densité

7.2 Espérance et moments

,—[Déﬁnition 2.5.}

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On dit que X
admet une espérance si la fonction t — tfx(t) est intégrable sur R,
si C’est le cas lespérance de X est le réel noté E(X) est défini par :

E(X):= f Vi wdt

(e9]

Exemple : Soit X une variable aléatoire de densité 1j9 1. .................

,—[Théoréme 2.6. (de transfert)]

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité fx, et ¢ :R — R
une application . Alors la variable aléatoire p(X) admet une espé-
rance si, et seulement si, la fonction t — @(t)fx(t) est intégrable sur
R, et dans ce cas on a

E(p(X)) = f POfx(t)dt

Remarque : Soit X une variable aléatoire a densité de densité fx. Alors
la variable aléatoire X2 admet une espérance si, et seulement si, la fonction

+00
t— t2fX(t) est intégrable sur R. Si c’est le cas on a, EX?) = [ t2fX(t)dt.
—00

,-[Propriétés 2.7 }

Soit X et Y deux variables aléatoires a densité.

1. Si X et Y admettent des espérances et a,b € R, alors aX +bY
admet une espérance et on a : E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y).

2. Si | X| <Y, et Y admet une espérance alors X admet une
espérance et on a : |[E(X)|<E(Y).

Remarque : Si X est positive admet une espérance alors E(X) = 0.
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7.2 Espérance et moments

,—[Déﬁnition 2.8. (moment d’ordre k)}

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx, et k € N*

1. On dit que X admet un moment d’ordre k si la fonction t —
t* fx (¢) est intégrable sur R, le moment d’ordre k de X est le
réel :

+00
EX*) = f t* fx(t)dt
—00
2. Le moment centré d’ordre k de X est le réel :

+00
E((X—E(X))k)=f (t - EX))* fx(t)dt

,—[Théoréme 2.9.]

Soit X une variable aléatoire & densité. Si X admet un moment
d’ordre k € N*, alors elle admet des moments de tout ordre j €
1,...,k}.

DémonStration 1 .......... i

Remarque: Si X admet un moment d’'ordre 2 alors X ....................

,—[Déﬁnition 2.10. (Variance et écart-type)}

Soit X une variable aléatoire a densité. On dit que X admet une
variance si X — E(X) admet un moment d’ordre 2. Dans ce cas la
variance de X est le réel

Var(X) := E(X - E(X))2)

On appelle I’écart-type de X le réel

o(X) = +v/Var(X)

88
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CHAPITRE 7 : Variable aléatoire a densité

[Proposition 2.1 1.]

Soit X une variable aléatoire & densité. Alors X admet une variance
si, et seulement si, X2 admet une espérance.

[Proposition 2.12.]

Soit X une variable aléatoire a densité , de densité fx, et admettant
une variance .

1. ViX)=0.
2. V(X)=E(X?)-E(X)? (Formule Konig-Huyghens ).
3. V(aX +b)=a?V(X).

—[Théoréme 2.13. (Inégalité de Markov)} \

Soit X une variable aléatoire a densité, admettant une espérance,

alors
E(X))
0

V6>0, p(X|=0d)=

J

,—[Théoréme 2.14. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev )]—

Soit X une variable aléatoire & densité, admettant une variance,
alors

Var(X)

V6>0, p(X-EX) =z6)< 52

7.3 Lois usuelles

7.3.1 Loi uniforme

,_[Déﬁnition 3.15.}

Soient a,b deux réels avec a < b. On dit qu’une variable aléatoire X
suit une loi uniforme sur Uintervalle [a,b], et on note X ~ %4 p) Si

1
X admet pour densité la fonction 5 a Xia,b]- Ot xa désigne, pour
-a

une partie A, la fonction caractéristique de A, i.e ya(x)=1sixe€A
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7.3 Lois usuelles

et ya(x)=0six¢A.

[Proposition 3.16. (Fonction de répartition)]

Si X ~ % q b, alors sa fonction de répartition F est :

1 si x=b
Flx)={ 7= si x€la,b]
0 si x<a

Démonstration :

[Proposition 3.17 ]

St X ~%Uq ), alors

2
E(X)= % ot Var(x)= 2 1;)

Démonstration :

7.3.2 Loi exponentielle

,—[Déﬁnition 3.18.]

X admet pour densité la fonction

x— Ae ™™ ¥10,+o0r (%)

Soient A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire

X suit une loi exponentielle de paramétre A, et on note X ~ &(A) si

First Prépa @

Mohamed Aqalmoun

www.agalmoun.com



CHAPITRE 7 : Variable aléatoire a densité

[Proposition 3.19. (Fonction de répartition)]

Si X ~ &(A), alors sa fonction de répartition F est :

DEmonStration 1 ...

[Proposition 3.20.]

Si X ~&(Q), alors

1 1
EX)= 1 et Var(X)= =z

DémonStration @ ...

7.3.3 Loinormale

+00 2
On admet quef e 2dt=V2n

—00

,—[Déﬁnition 3.21.]

Soient m,o deux réels avec o > 0. On dit qu’une variable aléatoire
X suit une loi normale ou gaussienne, de parametre m et o , et on
note X ~ N (m;0?) si X admet pour densité la fonction
1 —G=m?
e 27
V2no?

Si m=0et 0=1, on dit que X suit une loi normale centrée et ré-
duite.

Remarque : Fonction de répartition : Si X ~ A4 (m,0?), alors sa fonction de
répartition F est :

1 e .
F(x)= f e 2Ty

oV2m J-c0
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7.3 Lois usuelles

[Proposition 3.22.]

X —
Si X ~ N (m,0?) alors m

~ A (0,1).

DEmonStration & ... ...

[Proposition 3.23.]

Si X ~ N (m,c?), alors

EX)=m et Var(X)=0?

DEmMoONStration & ... .

7.34 Loi gamma

,—[Déﬁnition 3.24.]

Soient a,A deux réels strictement positifs. On dit qu’une variable
aléatoire X suit une loi gamma , de paramétre (a,A) , et on note
X ~%(a,)) si X admet pour densité la fonction

A% a-1

= ra e M ¥10,+001(X)

+00
Ou T'(a) :/ 2 Lo *dyx
0

Remarque : Fonction de répartition, Si X ~ A (m,o?), alors sa fonction de

répartition F est :
Aa X
f pa—1,-t g,
I'a) J-0o

F(x)=

[Proposition 3.25.]

Si X ~%(a, ), alors

E(X)=% et Var(X)= %
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CHAPITRE 7 : Variable aléatoire a densité

7.4 Couple de variables aléatoires

7.4.1 Loi dela somme

,—[Théoréme 4.26.}

Soit X1 et X9 deux variables aléatoires indépendantes a densités,
de densités respectivement f1 et fo. Alors la variable aléatoire Y :=
X1+ Xo est a densité, et admet pour densité la fonction

+00 +00
fx) = f FOfac - t)dt = f il = Ofa0)dt

La fonction f s’appelle le produit de convolution des deux fonctions
f1 et fo et se note f = f1 * fo.

7.4.2 Covariance et corrélation

,-[Déﬁnition 4.27.} .

Soit (X1,X2) un couple de variables aléatoires. la covariance de X1
et Xo le réel

Cov(X1,X9) := E(X1 - E(X1))(X3 - E(X>))

[Proposition 4.28.]

Soit X1 et X9 deux variables aléatoires, alors
Cov(X1,X2)=E(X1X5)-E(X1)E(X>)

Si X1 et Xg sont indépendantes alors Cov(X1,X2)=0.

Remarque: Sous réserve d’existence, V(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y),
si de plus X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y)=V(X)+V(Y).
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7.5 Théorémes limites

[Proposition 4.29.]

Si X4,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes et admet-
tant des variances, alors

V() Xi)=) VX))

i=1 i=1

7.5 Théoremes limites

,—{Déﬁnition 5.30.]

Soit (X,,),, une suite de variable aléatoires, et X une variable aléa-
toire. On dit que la suite (X, ), converge en probabilité vers X si

Ve>0, lim p(X,—-X|=¢)=0
n—+oo

\.

,—[Théoréme 5.31. (Loi faible des grandes nombres)}

Soit (X,), une suite de variables indépendantes , de méme es-

pérance A et de méme variance o. La variable aléatoire S; =
Xi+...+X,

n

converge en probabilité vers A i.e

Ve>0, lim p(Si-Al=e)=0
n—-+oo

DémonStration 1 ... ...

,—{Déﬁnition 5.32.]

Soit (X,,),, une suite de variable aléatoires, et X une variable aléa-
toire. On note F, la fonction de répartition de X, et F la fonction
de répartition de X. On dit que la suite (X,), converge en loi vers
X si pour tout point x de R oir F est continue on a :

nEElen(x) =F(x)
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CHAPITRE 7 : Variable aléatoire a densité

,_[Théoréme 5.33. (Admis)} :

Si (X,,), converge en probabilité vers X, alors (X,,), converge en loi
vers X. La réciproque est fausse en général.

,—[Théoréme 5.34. (Théoréme de la limite centrée)] \

Si (X,), est une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, admettant un moments d’ordre 2, alors la suite

1
(Zn = —(Zz_le —nu)) , o u=EX;1) et 0 =0(X1), converge
ovn TF n
en loi vers la variable aléatoire suivant la loi Gaussienne standard.
i.e
. 1 )
dig =] e

ot G, est la fonction de répartition de Z,.
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